


( )

 

IOP http://journals.iop.org/

http://www.eor.jp/

Electronics Optics Research Ltd.

http://www.optimacorp.co.jp/

http://www.scilab.co.jp/

http://www.astechcorp.co.jp/

http://www.thorlabs.jp/

http://www.enago.jp/
http://www.ulatus.jp/

http://www.voxtab.jp/

http://www.shinku-kogaku.co.jp/

http://www.spectra-physics.jp/

1



http://www.tsujicon.jp/

http://www.tokyoinst.co.jp/

http://www.touwakeisoku.ecnet.jp/

http://www.toyama-jp.com/

http://www.g5-hakuto.jp/

http://www.nikiglass.co.jp/

http://www.navatec.co.jp/

http://www.pascal-co-ltd.co.jp/

2



http://www.ec-marubishi.co.jp/

http://www.labo-eq.co.jp/

http://mediken.jp/

3



し ょ う と つ  
第 8 巻 第 2 号 

目 次 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（解説） 原子分子衝突のための量子計算手法とその応用       （数納広哉）       …  5

 

（シリーズ） 衝突論ノート VI. 複素散乱振幅の位相が断面積を変える 

－似た者同士の衝突はややこしい－     （島村勲）        … 15 

 

（談話室） ドイツはなぜ原子爆弾をつくらなかったか 

－ハイゼンベルクの戦い            （俵 博之）        … 20

 

追悼 宅間宏先生，思い出話とともに                   （大谷俊介）        … 26

 

原子衝突の新しい風                             （井上洋子）        … 31

 

第 59 回日本質量分析総合討論会(2011)のお知らせ                        … 32

 

2010 年第 4 回運営委員会報告                      （庶務幹事）       … 32 

 

国際会議発表奨励事業に関するお知らせ                （庶務幹事）       … 32

 

「しょうとつ」原稿募集                              （編集委員会）     … 33

 

今月のユーザー名とパスワード                              … 33

4



suno@jamstec.go.jp

23 2 15

1.

10 ,

.

,

,

,

.

[1, 2, 3] .

2.

,

2 . 1

.

,

.

, ,

.

,

,

.

,

.

,

.

, ,

. ,

PC

,

.

Gaussian GAMESS

,

. ,

LAPACK

,

(LAPACK )

,

,

. ,

,

ScaLAPACK

. ,

.

2

,

. R

.

[4], R

[5], [6]

. ,

,

,

. ,

5



.

,

:

H = − 1
2μ

∂2

∂R2
+ Had(R; Ω). (1)

μ , R , Ω

. 1

:

Had(R; Ω)Φν(R; Ω) = Uν(R)Φν(R; Ω). (2)

Uν(R)

, Φν(R; Ω)

.

:

ψ(R, Ω) =
∑

ν

Fν(R)Φν(R; Ω) = F · Φ. (3)

, F Fν(R)(ν = 0, 1, 2, ...)

, Φ Φν(R; Ω)(ν = 0, 1, 2, ...)

. (3)

,

:[
− 1

2μ

d2

dR2
+ U− 1

2μ

(
2P

d

dR
+ Q

)]
F = EF.

(4)

, U , Uν(R)(ν = 0, 1, 2, ...)

. P Q ,

:

[P]νν′ = 〈〈Φν |dΦν′

dR
〉〉, (5)

[Q]νν′ = 〈〈Φν |d
2Φν′

dR2
〉〉. (6)

2.1

(4)

,

, Johnson

[4]

.

, Fd

:

F(R) = C(R)Fd(R). (7)

, C

dC
dR

+ PC = 0 (8)

. ,

,[
− 1

2μ

d2

dR2
+ Ud − EI

]
Fd(R) = 0. (9)

I . Ud

,

:

Ud(R) = C−1(R)U(R)C(R). (10)

C

[7]. [R0, RN ] [Rn, Rn−1]

, ΔRn = Rn − Rn−1

,

:

C(Rn) ≈ e−P(Rn)ΔRne−P(Rn−1)ΔRn−1

× · · · e−P(R1)ΔR1Q. (11)

Q

:
lim

R→∞
C(R) = I. (12)

2 ,

:

C(R) =

⎛
⎝ cos ζ(R) sin ζ(R)

− sin ζ(R) cos ζ(R)

⎞
⎠ . (13)

,

ζ(R) =
∫ ∞

R

[P]01(R′)dR′ (14)

.

V(R) = 2μ[EI − Ud(R)] (15)

, :

[d2/dR2 + V(R)]Fd(R) = 0. (16)

, Johnson

[4] .

:
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y(R) =
[
dFd(R)

dR

]
[Fd(R)]−1. (17)

R

, h R0, R1, ..., RN

,

:

zn = (I + zn−1)−1zn−1 − (h2/3)wnun. (18)

,

un =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

V(Rn), n = 0, 2, .., N

[I + (h2/6)V(Rn)]−1V(Rn),

n = 1, 3, ..., N − 1,

(19)

. wn ,

,

wn =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 n = 0, N,

4 n = 1, 3, 5, ..., N − 1,

2 n = 2, 4, 6, ..., N − 2,

(20)

. (18)

( 1020)

:

z0 = 1020I. (21)

(18) R

,

:

y(RN ) ≈ h−1zN . (22)

, K

Fd(R) ≈ J(R) + N(R)K. (23)

, J(R) N(R) .

R → ∞
E

Riccati-Bessel
[J(R)]ij = δijk

−1/2
j ĵlj (kjR), (24)

[N(R)]ij = δijk
−1/2
j n̂lj (kjR), (25)

,

R → ∞ E

,

Bessel

[J(R)]ij = δij(kjR)−1/2Ilj+1/2(kjR), (26)

[N(R)]ij = δij(kjR)−1/2Klj+1/2(kjR), (27)

. kj

, Ej

, kj =

[2μ(E − Ej)]1/2,

kj = [2μ(Ej − E)]1/2 . R = RN

(17) (23) ,

:

K = −[y(RN )N(RN ) − N′(RN )]−1

×[y(RN )J(RN ) − J′(RN )]. (28)

K (closed=c)

(open=o) ,

:

K =

⎛
⎝ Koo Koc

Kco Kcc

⎞
⎠ . (29)

Koo, Koc, Kco, Kcc ,

- , -

, - ,

- K

. S Koo

S = (I + iKoo)−1(I − iKoo) (30)

(26)

, (27)

.

, ,

:

[J(RN )]ii → 1, (31)

[J′(RN )]ii → [J′(RN )]ii[J(RN )]−1
ii . (32)

, N .

, keV

H+-CH2

[9] 3 . ,

H+-NH2

, [10]

.

2.2 R
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,

.

(FEM) R , FEM-R

[8] .

R

,

R ,

[5] . R , Ω

, Σ

b = −(∂ψ/∂n)ψ ,

. , Σ R=

. ,

b =

∫
Ω

2μψ∗(E − H)ψdw − ∫
Σ

ψ∗ ∂ψ
∂n dS∫

Σ
ψ∗ψdS

.(33)

,

,

. 5

6 .

[8] .

. ,

R

Γc = bΛc. (34)

Σ

(open=o) , (closed=c)

,

: ⎛
⎝ Γcc Γco

Γoc Γoo

⎞
⎠

⎛
⎝ cc

co

⎞
⎠

= b

⎛
⎝ 0 0

0 Λoo

⎞
⎠

⎛
⎝ cc

co

⎞
⎠ . (35)

:

[Γoo − ΓocΓ−1
cc Γco]co = bΛooco. (36)

b

co Σ

.

R :

[R]νν′ = −
∑

β

[Z]νβbβ [Z−1]βν′ . (37)

, Z co

. β

. K R

:

K = [J(R)−J′(R)R][N(R)−N′(R)R]−1.(38)

, J(R) N(R)

(24) (27)

. , S (30)

.

,

CPU

. ,

R (34)

. , R

.

, 1

. R

, μK mK

3 [11] 4

. , 2

1

3 .

[12] .

[6] . ,

U Ud

−iW .

W Wν(R)

, Wν(R) , R

.

[6].

.

,

.
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En = εn − i
Γn

2
. (39)

εn , Γn .

:

Sνν′ = δνν′ − i

∫
ΦνUdΦν′dR

−i

∫
ΦνUdG+UdΦν′dR.(40)

, Φν(R)

:

[Φν ]ν′(R) = δνν′
2√
kν

sin kνR. (41)

, G+ :

G+ = (EI + iW − H)−1. (42)

, H :

H = − 1
2μ

d2

dR2
I + Ud. (43)

3. keV -

keV -

,

. ,

,

. -

[13],

. ,

,

,

.

.

H+ (CH2)

1.5keV

. CH2

,

. CH2

, .

,

. H+-

,

. H+-CH2

,

:

H+ + CH2(3B1) → CH+
2 (2B1) + H. (44)

, CH2 ,

CH+
2 1 ,

.

. 1

4 (I)H+ H-

C-H C

, (II)(I)

, (III)H+ H-C-H

, H-C-H C

, (IV)H+ H-C-H

C . 4

, keV

.

, MRD-CI [14]

.

CH2

rC−H = 1.0753Å, ΘH−C−H = 134◦

, C H+ R

. , CH+
2

.

[9, 14] .

MRD-CI R

,

Uν(R) Φν(R; r) (r

.

ψ(R, r)

:
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Case IV

+ C

H

H

C

H

H

H+

C

H

H

H+

H+

CH

Case I

Case II

Case III

H

1: H+-CH2 4 . I
III CH2

, IV CH2 2 H

.

ψ(R, r) =
∑

ν

Fν(R)Φν(R; r). (45)

,

:[
− 1

2μ
∇RI + Ud − EI

]
Fd(R) = 0. (46)

, Fd(R)

DJ
ΛM (R̂) .

J , M , Λ

H+-C , R̂ H+-C

. ,

:

Fd(R) =
∑
JM

(−1)J

(
2J + 1

4π

)1/2

×DJ
ΛM (R̂)

fJ(R)
R

. (47)

fJ(R) :[(
− 1

2μ

d2

dR2
+

J(J + 1) − Λ2

2μR2
− E

)
I + Ud

]

×fJ(R) = 0. (48)

Λ = 0 .

(48)

, SJ

. (47) (48)

,

. i,

f

:

dσif

dΩ
=

1
4k2

∣∣∣∣∣
∑

J

(2J + 1)(δif − SJ
if )PJ(cos θ)

∣∣∣∣∣
2

.

(49)

θ .

J = 5000

.

.

I IV

.

,

.

,

, .

4

.

.

2 .

H++CH2(3B1)

, H+CH+
2 (3B1)

.

,

. ,

.

3

. 3 I IV

,

.

,

H+ ,

. , H-C-H

2 (

I II) ,

2

1 . Janev
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2 4 6 8 10
R (a.u.)

-39.2

-39.1

-39

-38.9

-38.8

-38.7

-38.6

E
(a

.u
.)

Case I
Case II
Case III
Case IV

H++CH2(
3B1)

H+CH2
+(2B1)

2: CH+
3 I IV

. H+(H)-C R

.

0.1 1
E (keV)

10-16

10-15

10-14

10-13

σ 
(c

m
2 )

Average
Case I
Case II
Case III
Case IV
Janev and Reiter

3: 4
. , , ,
I, II, III, IV ,

. Janev

Reiter[15] .

Reiter[15] ,

, CHy CH+
y

(y = 1− 4)

. Demkov

3

.

,

.

4. μK mK

3

R ,

3

. 3 (Efimov)

[16]

.

,

3

. , 2 a

r0

.

1970 [16],

2006

[17].

, 3

. 3

.

,

3

1 . ,

3

[18].

3 4He +4 He +3,4 He →4 He2 +3,4 He

, .

.

, 2 R

S , 3

.

3 6

. Whitten-Smith

(R, Ω) ≡ (R, θ, ϕ, α, β, γ)[19] .

R 3 .

5 , (θ, ϕ) 3

, (α, β, γ) .

[11]

.
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,

:

H = − 1
2μ

∂2

∂R2
+

Λ̂2 + 15
4

2μR2
+ V (R, θ, ϕ).(50)

, μ 3 , Λ̂2

, V (R, θ, ϕ)

. 2

3

:

V (R, θ, ϕ) =
∑
i<j

v(rij)+w(r12, r23, r13).(51)

2 Jeziorska

[20], 3 Cencek

[21] .

J M

Π .

M ,

3 J Π

. R

:[
Λ̂2 + 15

4

2μR2
+ V

]
Φν(R; Ω) = Uν(R)Φν(R; Ω).

(52)

,

DJ
KM (α, β, γ) (K

).

θ, ϕ 5

[22]

. , (52)

ARPACK [23] LAPACK

[24]

. Itanium 2 8CPU ,

4,5 .

(52) ,

Uν(R) Φν(R; Ω) .

, (3) ,

,

, (4)

.

0 20 40 60 80
R (a.u.)

-8

-4

0

4

8

U
ν(R

) (
10

-6
a.

u.
)

0 20 40 60 80
R (a.u.)

-8

-4

0

4

8

U
ν(R

) (
10

-6
 a

.u
.)

ν=0

ν=5

4He3, J
Π=0+

ν=8

4He2
3He, JΠ=0+

(a)

(b)

ν=0

4: JΠ = 0+

(a) 4He2 , (b) 4He32He
.

4 JΠ = 0+ 4He3
4He3

2He

. 4(a) (b) ,

1 2 , R → ∞
4He2

4,3He

.

3

. , JΠ = 1−, 2+, 3−, ...

.

JΠ = 1+, 2−, 3+, ... 3

, .

2 (FEM)-R

, S

.

, 3 4He +4 He +4 He →4 He2 +4 He
4He +4 He +3 He →4 He2 +3 He

:

K3 = 3!
∑
J,Π

∑
i,f

32(2J + 1)π2

μk4
|SJΠ

if |2 (53)

K3 = 2!
∑
J,Π

∑
i,f

32(2J + 1)π2

μk4
|SJΠ

if |2. (54)

3 K3

JΠ

. (53) (54)
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(3! 2!)

.

3 5 .

5(a) 4He+4He+4He→4He2+4He

JΠ =

0+, 1−, ..., 7− .

.

JΠ = 0+, 1−, 2+, 3−, 4+, ... ,

KJΠ
3 ∝ E0, E3, E2, E3, E4, ...

. JΠ = 0+

,

. E = 1μK

K3 = 9.93 × 10−28cm6/s . 5(b)
4He+4He+3He→4He2+3He

JΠ = 0+, 1−, 2+, 3−

.

, JΠ = 0+, 1−, 2+, 3−

KJΠ
3 ∝ E0, E,1 , E2, E3

. ,

E = 1μK K3 = 9.83 × 10−27cm6/s

. 10-100mK

,

( J )

.

5.

,

R

,

, keV H+-CH2

μK-mK

3

.

,

.

,

.

10-3 10-2 10-1 100 101 102

10-29

10-28

10-27

10-26

10-25

10-24

K
3 (c

m
6 /s

)

10-3 10-2 10-1 100 101

E (mK)

10-30
10-29
10-28
10-27
10-26
10-25
10-24
10-23

K
3 (c

m
6 /s

)

Total

JΠ=0+

1-
2+ 3- 4+ 5- 6+ 7-

Total
JΠ=0+

1-

2+
3-

(a)

(b)

5: 3 . (a)
4He +4 He +4 He →4 He2 +4 He , (b)

4He +4 He +3 He →4 He2 +3 He .

,

.

,

.
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シリーズ

衝突論ノート
VI．複素散乱振幅の位相が断面積を変える
－ 似た者同士の衝突はややこしい －

島村　勲
理化学研究所原子物理研究室

shimamur@ribf.riken.jp

平成 23年 2月 7日 原稿受付

1 クーロン散乱に量子論は必要か

素電荷eのz倍とZ倍の点電荷二つが相対運動
エネルギーEで衝突するとき，クーロン散乱振
幅 fC(θ)（付録参照）により重心系微分断面積は

dσR(θ)
dω

= |fC(θ)|2 =
(
C

4E

)2
sin−4Θ

(
Θ=

θ

2

)
(1)

と表せます．ここで C=zZe2で，相互作用ポテ
ンシャルは V (r)=C/rです．これはエネルギー
の次元をもつので，それに r/Eを掛けたC/Eは
長さの次元，式 (1)は面積の次元をもちます．
式(1)は複素散乱振幅 fC(θ)の位相因子 eiΦに

無関係で，位相（偏角）が間違っていても絶対値は
正しいボルン近似 fB

C (θ)（付録）を使っても全く
同じです．一般に，散乱振幅の位相なんて所詮，
理論屋のお遊び，現実の物理現象を表す断面積
にとり何の意味も無いと思いませんか ?ところ
がどうして，この位相がクーロン散乱の角分布
を全く変えてしまうことがあるのです（第 3節）．
式 (1)は量子力学の確立以前，1910年代初頭

にはすでに金属箔内の何らかの点電荷（実は原
子核）によるアルファ線の散乱を説明するため，
ラザフォードが古典力学により導き，弟子ガイ
ガーとマルスデンがさらに実験的に確認し，ラ
ザフォード公式として知られています [1]．歴史
的業績ですが，ラザフォードには運も味方して
くれました．それは，古典論でも量子論でも同じ
角分布 (1)が導ける特殊性のため，彼の解析に
は量子論の知識が表面上不要だったことです．
実はもう一つ，物理学史上恐らく語られない

幸運がありました．もしも当時，アルファ粒子
ビーム同士の交差実験ができたなら，その結果

に彼は頭を抱えたことでしょう．金属原子核に
よる散乱とは異なり，アルファ-アルファ衝突の
散乱角分布は式 (1)に合わず，振動するはずだ
からです（第 3節）．陽子ビーム同士の衝突でも
同じです．そんな高度な実験技術が無くてラザ
フォードは幸せだったと言えるかも知れません．
アルファ粒子同士，陽子同士と言っても，各

粒子の電荷分布や強い相互作用が関わるような
高エネルギー衝突のことではありません．私が
話すのですから，粒子を点電荷と見なせるよう
な単純な原子衝突の世界を想定しています．
陽子（アルファ粒子）がもう一つの陽子（アル

ファ粒子）からかなり遠くを通り過ぎるのなら，
あいつも荷電粒子か，と少しだけ脇へそれ，遠方
衝突（小角散乱）は単純なラザフォード公式で表
せます．しかし，近づいて相手も自分と同じ顔
と知ると複雑な思いが起き，ふつうの衝突では
済まなくなります．点電荷同士のぶつかり合い
ぐらい昔ながらの論法で解決できると思えば大
間違い，量子論にそそのかされ，ややこしい粒
子関係?を反映して近接衝突（大角散乱）は異様
になり，式(1)よりもっと面倒なモット公式

dσM(θ)
dω

=
(
C

4E

)2

[sin−4 Θ + cos−4 Θ

+2γ sin−2Θcos−2Θcos{(C/E)k log(tanΘ)}](2)

に従うようになります（第 3節）[2–4]．もちろん，
相互作用は C/rだけとしての話です．アルファ
粒子同士の衝突では γは 1，陽子同士なら−1/2，
また kは相対運動の波数です．遠方衝突ならθが
小さく，大括弧内で第1項だけが他よりはるか
に大きく，モットはラザフォードに近づきます．
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金属核による散乱と何が違うのでしょう．衝
突相手が同じ顔ならどうだと言うのでしょう．実
は，そこにこそ，式 (1)は再現できる古典論やボ
ルン近似が説明できない量子論の物理が隠され
ているのです．その物理が今回のテーマです．

2 散乱振幅と断面積の関係を正す

束縛状態でも散乱状態でも，量子論では同種
粒子は見分けられません．同種荷電粒子間の純
粋クーロン散乱に限らず，内部構造をもつ同種
イオン同士，同種中性粒子同士の衝突A+ Aで
も，入射粒子と標的粒子の識別不能性を考慮し
た同種粒子衝突論が必要です．ただ，同じ原子同
士でも量子状態が違えば区別でき，異種粒子と
見なせます．衝突異種粒子同士が同種構成粒子
を含めばまた別の配慮が必要です（第5節）．
同種2粒子（1, 2）の重心上で眺めると，両者が

反対方向から対称に近づき，衝突後は反対方向
に対称に離れて行きます．空間座標の波動関数
ψ(r1, r2)とスピン波動関数 χS(1, 2)の積である
全衝突波動関数は，同種ボーズ粒子同士なら互
いの交換に対し対称，不変です．同種フェルミ粒
子同士なら反対称で，全体の符号だけ変えます．
二つの粒子を交換すれば相対距離ベクトル

r= r1 − r2 =(x, y, z)= (r, θ, ϕ)は逆向きになり，
−r= (−x,−y,−z) = (r, π − θ, ϕ+ π)となりま
すから，χS(1, 2)の対称性に応じ，ψ(r)は反転
r→−rに対し対称か反対称かどちらかです．と
ころが，常識的な弾性衝突波動関数の漸近形

φ(r) −→r→∞ eikz + f(θ, ϕ)eikr/r (3)

は対称でも反対称でもありません．こんな漸近
形では同種粒子間衝突なぞ表せません．「常識」
の前提条件を吟味する必要性の再登場です．
同種粒子を交換してもハミルトニアンH(r)は

変わらず，H(−r)=H(r)です．φ(r)がすべての
rでH(r)φ(r)=Eφ(r)を満たすならr→−rとし
ても満たしますからH(−r)φ(−r)=Eφ(−r)です．
左辺がH(r)φ(−r)に等しいのでφ(r)とφ(−r)は
共通のシュレーディンガー方程式を満たし，

ψ±(r) = φ(r) ± φ(−r)

−→r→∞ eikz ± e−ikz

+ [f(θ, ϕ) ± f(π−θ, ϕ+π)]eikr/r (4)

も同じシュレーディンガー方程式を満たします．
また粒子の交換 r→−r に対し ψ+(r) は対称，
ψ−(r)は反対称で我々の望み通りです [2–7]．
式 (4)の意味は，重心系で z軸の正負方向か

ら等しい振幅で同種粒子の二つの平面波が入射
し（対称または反対称な定在波 cos kz，sin kzと
も言えます），互いに相互作用し合うと，散乱球
面波が 2成分の重ね合わせの振幅をもって出て
行くということです．第1の振幅を直接項，第 2
の振幅を反跳項と便宜上呼びましょう．それぞ
れの物理的な意味は図1のように示すことがで
きます．以下，いちいち ϕを書くのは煩わしい
ので，ϕ依存性がない場合を扱います．

図 1. 重心系での同種粒子衝突．a)直接項．b)
反跳項．古典同種粒子なら両方の微分断面積の
和が検出器に捕えられる．原理的に区別できな
い量子論粒子なら，両散乱振幅の干渉が起こる．

仮に，古典論のように入射粒子1と標的粒子
2の運動を別々に追うことが原理的に可能だと
します．これを識別可能（distinguishable）と言
います．すると，直接項（図1a）は入射粒子の角
度 θの散乱を表し，その方向に置いた検出器に
捕えられます．反跳項（図1b）は入射粒子の角度
π− θの散乱を表しますが，これは両粒子の重心
系運動量ベクトルが逆向きなことから，跳ね返
された（反跳を受けた）標的粒子が先ほどと同じ
検出器に入ることを意味します．つまり，ある
方向に出てくる散乱粒子と反跳標的粒子を共通
の検出器で一緒に捕えることになり，断面積

dσdis(θ)
dω

= |f(θ)|2 + |f(π−θ)|2 (5)

が測定されるはずです．

一方，式 (4)によれば，原理的に両粒子を識
別できない（indistinguishable）量子論では散乱
振幅の段階で直接項と反跳項が重ね合わされる

16



ので 2項の間に干渉が起こり，微分断面積は

dσ±(θ)
dω

= |f(θ) ± f(π−θ)|2

=
dσdis(θ)
dω

± dσind(θ)
dω

, (6)

dσind(θ)
dω

= f(θ)f∗(π−θ)+f∗(θ)f(π−θ) (7)

と書けます．正にこの干渉断面積 (7)が，通常の
異種粒子衝突と違い，本稿の表題通り散乱振幅
f(θ)の位相に依存するのです．干渉効果には位
相の重要な役割がつきものです．長距離力のため
に小角散乱の断面積が急に立ち上がるとき，そ
こでは |f(θ)|≫ |f(π−θ)|ですから，干渉項 (7)
は |f(θ)|2に比べて小さいことが分かります．遠
方衝突では識別不能効果が弱いということです．
式 (5)～(7)には θと π− θが対等に入ってい

ます．ξ= θ−π/2と置くと，すべての微分断面
積表式に θ=π/2+ ξ と π− θ=π/2− ξ が対等
に入っているので ξの偶関数で，角分布は重心
系の θ=π/2の左右で対称です．ただ，これは識
別不能性によるわけではありません．衝突粒子
同士が「原理的」に識別できるとした dσdis(θ)/dω
も θ=π/2の左右で対称です．単に「検出器」が
両粒子を一緒に捕まえているだけの効果です．
同種粒子衝突の境界条件(4)には入射波が二

つあります．衝突の数え方も異種粒子衝突と違
い散乱粒子と反跳粒子の両方を数えるので，衝
突回数に対し積分断面積は通常の倍になります．
そこで，積分断面積からレート定数を求め，衝突
頻度を出す際，最後に半減する必要があり，平
均自由行程は 2倍する必要があります [5]．これ
を避けるため，積分断面積を 0≤ θ≤π/2だけの
積分で定義する流儀もありますが [2, 8]，本稿で
は教科書[3–5]に従い，0≤θ≤πを採用します．

3 スピン0同士，1/2同士

干渉項 (7)は現実の断面積にどう効くのでしょ
うか．以下，簡単のため，相互作用は球対称でス
ピンに依らないとします．まず，ヘリウム原子
4He(1s2)やアルファ粒子などのようなスピン 0
の同種ボーズ粒子同士の弾性衝突を扱います．
スピン 0ならスピン波動関数 χS(1, 2)を考える
必要もなく，またボーズ粒子なので 2粒子の交
換に対し ψ(r)は対称ですから，式 (6)で +符
号を採用すべきで，dσ/dω= dσ+/dωです．

スピン 0の核同士の散乱なら[9]，付録のクー
ロン散乱振幅 fC(θ)を式 (6)に代入して+符号
を採れば γ=1としたモット公式 (2)が得られ
ます [2–4]．式 (2)の大括弧内第1，2項は「識別
可能」微分断面積 (5)の直接項，反跳項に相当し，
第 3項が式 (7)の「識別不能」項に相当します．

2粒子がスピン sをもてばその合成スピンSの
波動関数χS(1, 2)が関わります．まず，電子，陽
子，ヘリウム原子同位体 3He(1s2)やその原子核
のような s=1/2のフェルミ粒子系を扱います．
ヘリウム原子の電子スピン状態の例を思い出

しましょう．2電子とも上向きスピンの波動関
数 χS(1, 2)= ↑↑，両方とも下向きスピンの ↓↓，
逆向きスピンの ↑↓+ ↓↑は 2電子の交換に対し
対称な 3重項 (S=1，オルソヘリウム)を成し，
χS(1, 2)= ↑↓−↓↑ は反対称な 1重項 (S=0，パ
ラヘリウム)を成します．他のどんな s=1/2の
粒子 2個でも合成スピン状態は同じです．
フェルミ粒子なので ψ(r)χS(1, 2)は互いの交

換に対し反対称で，χS(1, 2)とは逆に ψ(r)は 1
重項では対称，3重項では反対称です．1重項なら
式 (4)で ψ+，式 (6)で dσ+/dω，3重項なら ψ−，
dσ−/dωを採用すべきです [9]（次節表1参照）．

100%偏極した気体中では 3重項散乱しか起き
ず，dσ/dω= dσ−/dω です．スピン偏極がなけれ
ば 1重項と 3重項の実現確率（統計重率）はスピ
ン多重度 2S+1の比 1 : 3なので，重み付き平均

dσ(θ)
dω

=
1
4
dσ+(θ)
dω

+
3
4
dσ−(θ)
dω

=
dσdis(θ)
dω

− 1
2
dσind(θ)
dω

(8)

が得られます．第二の等号の右辺を式 (6)から出
すとき，1重項と 3重項の散乱振幅 f(θ)が等し
いとしました．これは一般には正しくありませ
んが，第 3節冒頭の仮定のもとに成り立ちます．
式 (8)は s=0のときに比べ，干渉項の係数に

−1/2が掛かります．クーロン散乱ならγ=−1/2
としたモット断面積 (2)になります．
s=0のボーズ粒子とs= 1/2のフェルミ粒子に

つき，式(2)での識別不能効果 γdσind(θ)/dωと識
別可能断面積dσdis(θ)/dωの比を図2に示します．
式(2)の (C/E)kが干渉効果による顕著な振動の
周期を決めますが，図では 12C原子核（s=0）同
士の 5MeVでの衝突を想定した (C/E)kを使っ
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ています．質量が12Cの c倍，電荷 zeの粒子なら
E= 5c(z/6)4 MeVで同じ曲線になります．

図 2. クーロン散乱での同種粒子効果．モット断
面積(2)中の識別可能断面積に対する相対的識
別不能補正 γ [dσind(θ)/dω]/[dσdis(θ)/dω]．用い
たパラメータは 12C(s=0)核同士の 5MeVで
の衝突に相当．s=0につきこの効果をボルン近
似のクーロン散乱振幅で計算したものも示す．

正しいクーロン散乱振幅の替りにボルン近似
（付録）を式 (6)で使っても，その絶対値は正しい
ので dσdis(θ)/dωは再現されます．しかし，本来 θ

に依存する位相が無いため，式 (2)の干渉項で
cos{(C/E)k log(tanΘ)}が 1に置き変わり，図 2
でも明らかですが，角分布は振動の無い滑らか
な曲線になってしまいます．これが第 1節で触
れたクーロン散乱振幅の位相の重要性です．

4 一般のスピン s

スピンsの値に拘わらず，完全な偏極気体中の
2体衝突ではスピン波動関数 χS(1, 2)は必ず対
称ですから，ボーズ気体なら dσ/dω= dσ+/dω，
フェルミ気体なら dσ/dω= dσ−/dωです（表1）．
スピン偏極がなければ 2s+1個の合成スピン

状態 S=0,1, · · ·, 2sを対称状態と反対称状態に
分け，それぞれの統計重率を使えば平均断面積
dσ(θ)
dω

=
s+ 1
2s+ 1

dσ±(θ)
dω

+
s

2s+ 1
dσ∓(θ)
dω

(9)

を得ます．複号は上がボーズ粒子用で，対称（反
対称）な χS(1, 2)に対称（反対称）なψ(r)を対応
させたもの，下がフェルミ粒子用でその逆に対
応させたものです（表1）．式(6)を使い，2sが偶
数ならボーズ粒子，奇数ならフェルミ粒子であ
ることと第 3節冒頭の仮定によりまとめれば

dσ(θ)
dω

=
dσdis(θ)
dω

+ γ
dσind(θ)
dω

, (10)

γ = (−1)2s/(2s+ 1) (11)

となります．クーロン散乱振幅を式 (5)，(7)に代
入して式 (10)に使うとモット公式 (2)が出ます．
式 (9)の係数の計算は等核 2原子分子の核ス

ピン状態を数えるのと同じです．この場合も核
同士の交換で核間距離ベクトル rは反転します．
分子の回転角運動量量子数 jが偶数の状態はこ
の反転に対し対称，奇数なら反対称なので，ボー
ズ粒子核では合成核スピン波動関数が対称（オ
ルソ）なら jは偶数，反対称（パラ）なら jは奇
数，フェルミ粒子核ならその逆です（表1）．オ
ルソ-パラ統計重率比は核スピン Iで I+1 : Iと
書け，式 (9)の係数比 s+1 : sと同じです．
偶数（奇数）角運動量状態が対称（反対称）なの

ですから，対称なf(θ)+f(π−θ)は偶数部分波
lだけ，反対称なf(θ)−f(π−θ)は奇数部分波だ
けで展開されます（表1）．低エネルギー衝突で
は s波，つまり対称な ψ+(r)だけ散乱が起こり，
dσ−/dω≃ 0なので，同種ボーズ粒子なら対称ス
ピン関数χS(1, 2)，同種フェルミ粒子なら反対称
スピンの衝突だけ起こります．例えば，陽子同士
のスピン依存 3重項相互作用は低エネルギー衝
突では断面積が小さく，調べられません[4]．
小さい sほど式(11)の γが大きく，干渉効果は

強いですが f(θ)とf(π−θ)の関係にも依ります．
角分布の対称中心 π/2では f(θ)=f(π−θ)で
dσind(π/2)

dω
=
dσdis(π/2)

dω
= 2|f(π/2)|2 (12)

となります．識別可能断面積 dσdis(π/2)/dωは散
乱粒子，反跳粒子を一緒に測るので通常の断面
積の 2倍で，s= 0ならさらに識別不能効果によ
る干渉項がこれを倍増，s=1/2の dσ/dωなら半
減させて |f(π/2)|2に戻します．小さな sでは重
心系の直角方向の干渉効果は強いと言えます．

表 1． 同種ボーズ粒子，同種フェルミ粒子の性質

　　ボーズ粒子　 　フェルミ粒子

2s 偶数 奇数

χS(1, 2) 対称 反対称 対称 反対称
統計重率 s+ 1 ： s s+ 1 ： s

ψ(r) 対称 反対称 反対称 対称
l, j 偶数 奇数 奇数 偶数
dσ/dω dσ+/dω dσ−/dω dσ−/dω dσ+/dω
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低エネルギーでは s波だけが効く等方散乱に
なり，π/2でのこの関係がどの θでも，また積分
断面積 σでも成立します．干渉項も等方的です．
E→ 0では |f(θ)|2の全立体角に亘る積分は散乱
長Aで4πA2と表せるので，σ+ =16πA2（σの定
義が半分なら 8πA2；第 2節最後），σ− =0です．
標的が始め静止している実験室系では同種

粒子弾性散乱の散乱角θ0は重心系のθの 1/2な
ので，0≤θ0≤π/2です．単位立体角当りの実験
室系微分断面積dσ(θ0)/dω0は一般式から重心
系のdσ(θ)/dωの4 cos θ0倍と計算され，θ0 =π/4
の左右に非対称です．しかし，単位散乱角当り
の微分断面積dσ(θ0)/dθ0 =2π sin θ0[dσ(θ0)/dω0]
= 4π sin(2θ0)[dσ(θ)/dω]なら明らかに対称です．

He(1s2)同士の弾性散乱で同位体を 4He+4He，
3He+3Heと選べばボーズ粒子同士，フェルミ粒
子同士で符号が逆の干渉効果が角分布に見え，
また4He+3Heとすれば異種粒子衝突で干渉が
消えるはずです．ただ，他の効果に埋もれずに
これがはっきり見える条件を整えて現実に測る
のは難しいようです．積分断面積のエネルギー
依存性には干渉効果が確認されています [10]．

5 同種粒子：古くて新しい話

1930年代に確立されたこの同種粒子衝突論は，
原子衝突よりもむしろ原子核衝突分野で多用さ
れました [4]．ところが最近，ボーズ-アインシュ
タイン凝縮に関連して同種原子衝突の話題が増
えてきました [11]．そこで興味があるのは低温衝
突なので等方散乱で，角分布に干渉振動が現れ
るわけではなく，その意味ではそう楽しくもあ
りません．しかし，同種粒子 3体衝突や，同種フェ
ルミ粒子の 2量体であるボーズ粒子二つの衝突
など，より複雑な系が現実に問題となります．
基底状態の原子Aと励起A∗原子の衝突で

A + A∗ → A∗ + A (13)
と励起エネルギーがそっくり衝突相手に移り，同
じ励起状態ができる過程を共鳴（または対称）励
起移動過程と言います．同様に

A+ + A → A + A+ (14)
を共鳴または対称電荷移行（移動）過程と呼び
ます．同種粒子衝突 A+Aでは一つの過程の終
チャネルで散乱粒子と反跳粒子が識別不能でし
たが，異種粒子衝突過程 (13), (14)では反応した

か弾性散乱かを区別できません．これらの過程
でも同種核を二つ含み，その交換に対する核ス
ピン波動関数の対称性と，核間距離ベクトルの
反転に対する核間相対運動と電子運動の波動関
数の対称性を扱う必要があります．また，電子-
原子衝突では入射電子と原子内電子との識別不
能性を衝突系全体の電子スピン状態に応じて適
切に考慮しなければなりません．これらにつき，
詳しくは教科書 [4, 12]等をご覧ください．

付録：クーロン散乱振幅
クーロン散乱振幅fCとそのボルン近似fB

Cは

fC(θ) = fB
C (θ) exp{iΦ(θ)}, (A.1)

fB
C (θ) = −(C/4E) sin−2 Θ, (A.2)

Φ(θ) = −k(C/E) log(sin Θ)+η (A.3)

と書けます [3–7]．Θ = θ/2, kは波数，ηはC/v

（vは初期相対速度）により決まるある定数です．
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