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衝突論やその基礎になる量子論につき優れた

定評のある教科書，入門書を学ぶとき，論理の流

れに神経を使いつつ納得行くまでじっくり吟味

していくと，当面必要な知識を断片的に受け身

で仕入れるだけでは見落としてしまう盲点，興

味ある物理，ハッとする事実にしばしば出会い

ます．淡々とした記述ゆえ読み過ごしがちなが

ら実は驚くべき重要な事柄にも気付きます．

そんなことを頭に置きながら，いくつかの基

礎的な話を紹介します．これは原子衝突研究協会

（2012年4月から原子衝突学会と改称）会誌「しょ

うとつ」に 2010年5月から 2012年7月まで掲載

したシリーズ記事を原型とし，説明に工夫を加

えて改訂，補足を施しつつ全体を再構成したも

ので，最近の話題も多少加えました．系統的議

論を進めるでもなく，応用上重要な知識との視

点でもなく，ものの考え方という観点から思い

つくまま話を選びました．議論の裏付けのため，

なるべく入門書，教科書を引用しますが，それ

で不十分と思えば専門書，総説，原著論文にも

遡り，考察を加えてお伝えします．多少上級編

のお話もなるべく噛み砕いて紹介します．論理

的構成に気を使う教科書とは違い，後で解説す

る事柄を先取りして使うこともいといません．

巻末の参考書リストの番号は[1], [2]など，また

各章末の文献リストは 1), 2)などと表し，本文

では 1, 2)などと引用します．

元のシリーズで部分的なおさらいの意味も含

め最終回に掲載した「衝突論クイズ」なる稿にか

なり手を加え，本稿では第 0章として本論への

いざないとしました．ある程度勉強された方を

想定し，11項目の記述につき誤りがないか吟味

いただき，その後，各項目に関わる物理の解説

を通じ，基礎知識の再確認をお願いします．

第 1，2章，第3～5章は続けて読むことを想定

していますが，その後の章はそれぞれ独立です．

物理の理論は現実の複雑な諸現象を数学的，論

理的に取扱いやすいように理想化し，物理的本

質を抽出できるように構成されています．そこ

には自ずからいろいろな仮定が始めから入り込

んでいます．また，理論の進行に伴い，何らかの

前提のもとに初めて導ける結論が次々と出てき

ます．これらの仮定，前提条件を常に頭に置きな

がら物理の考察を進める必要があります．これ

は入門編に限りません．各専門分野での「常識」

なるものを，その前提条件を吟味せずに安易に

無批判に使っている例にときどき気づきます．

理論の構成にはしばしば数学が関わります．そ

こで気を配りたいことの一つに物理変数の無限

大極限があります．実際には大きな有限量を「事

実上」無限大だとして数学的に扱いやすくする手

軽な方便です．でも，その大きな値を数学的な無

限大と見なして本当に問題がないのか，十分に

確認する必要があります．また，求めた物理量の

値がもしも無限大だったら，たいていの物理現

象は有限だという原点に立ち返り，なぜそんな

結果が出たのか，この無限大の本当の物理的意

味は何なのかを熟考すべきでしょう．無限大を

ぞんざいに扱えば深遠な物理を見過ごします．

ついでながら，散乱理論では大きな距離 rで

の波動関数の漸近形をしばしば r→∞と簡便表
記するので，初学者は無限大極限と混同するか

も知れません．しかし，大きくても有限な rの話

だから漸近形が rの関数になるわけで，無限大

極限なら rを含むはずはないですね．

物理学を学ぶ心得として，数学的理解と物理

的理解のバランスには気を使いたいものです．数

学的証明を追っただけで，よし，分かったぞと

思わず，その物理的意味を考えようとする心が

けが大切です．逆に，いわゆる「物理的描像」な

どという見てきたようないい加減な説明を鵜呑

みにせず，その具体的意味を，必要なら数式を

助けにしっかり考察したいものです．

「物理的直感」にも騙されないことです．得て

して裏付けできない大雑把なあてずっぽうの言

い訳で，しっかり証明された事実とたまたま一

致したとしても，自分の直感は正しかったと主

張する権利もない，いい加減な代物でありがち

です．誰もが認める大家の直感なら，恐らく，綿

密な思考訓練の豊富な経験や幅広い知識に基づ

く類推などに裏打ちされた，しかるべき背景が

隠れている「直感」として傾聴すべきでしょうが．
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0 衝突論再入門

－じっくり思考の勧め

まず，散乱理論の基礎を一通り学んだ方々に，

再確認のため，教科書の機械的な受け売りでは

ない注意深い頭の体操をお勧めします．以下に

述べる 11項目の主張が完全に正しいか，誤りを

含むか，含むなら何が悪いかお考えください．解

答と解説を各主張と共通番号の各節に示します．

１．どんなシュレーディンガー（Schrödinger）方

程式も，波動関数は滑らかであるという物理的

要請のもとに解かなければならない．

２．球対称ポテンシャルV (r)による弾性散乱の

エネルギーEを十分に下げていくと，断面積は

s波だけでほとんど決まるようになり，角分布は

必ずほぼ球対称になる．

３．球対称ポテンシャルV (r)による弾性散乱で，

s波の位相のずれが 20◦，p波は 2◦でd波以上が

無視できれば，事実上，s波だけで断面積がほぼ

決まり，ほとんど等方散乱になる．

４．ポテンシャル V (r)による質量mの粒子の散

乱を表すシュレーディンガー方程式

[−(h̄2/2m)∆ + V (r) ]ψ(r) = Eψ(r) (0.1)

の解で，V (r)が無視できるくらい遠方で漸近形

ψ(r) ∼ C [eikz+ f(θ,ϕ)eikr/r ] (0.2)

をもつものが表す系の粒子数は係数Cで調節で

きる．ただし，kは波数で，散乱エネルギーEに

E = h̄2k2/2m (0.3)

と関連付けられる．

５．式(0.2)の入射平面波eikzも散乱球面波f(θ,ϕ)

×eikr/rもシュレーディンガー方程式(0.1)でV (r)

=0とした自由運動方程式の正しい解である．

６．クーロン場による散乱では，入射波はポテ

ンシャルの影響を受けずに進む平面波であるが，

散乱球面波の動径部分は長距離相互作用の影響

でいくら遠方でも eikr/rの形に近づかない．

７．原子 - 2原子分子反応A+BCで，3原子が一

直線上を進む共線衝突A B Cの断面積と，

原子Aが分子軸に垂直に BCの中央めがけて入

射する T字型衝突の断面積を比べると，反応の

起こりやすさへの立体効果を調べられる．

８．静止水素原子H(1s)に運動エネルギー 14eV

のα粒子が衝突すれば，ある確率でH(2p)状態へ

励起できる．

９．静止ヘリウム原子にキセノンをぶつけて測っ

た実験室系微分断面積 q(ωL)=dσL/dωLを使い，

運動量移行断面積 σ
(L)
m =

∫
(1− cos θL)q(ωL)dωL

を計算するとき，1−cos θLが最大になる実験室系

散乱角θL≃180◦のq(ωL)に最大の重みがかかる．

１０．散乱角ゼロでの弾性散乱微分断面積は，ポ

テンシャルV (r)のもとで入射ビーム方向に出る

流れの強度からV (r)がないときの強度を差し引

けば，思考実験として原理的には決められる．

１１．ある衝突実験で，標的のほぼ縮退してい

る準位A1, A2からほぼ縮退している準位B1, B2,

B3に近縮退準位を区別できずに励起して断面積

σ(A→B)を測ったとする．その結果を理論断面積

σ(Ai→Bj)と比べるには，後者を i=1, 2，j=1,

2, 3につき加え合せる必要がある．

0.1 波動関数は必ず滑らかか?

主張１は散乱理論というより量子論入門で，答

はXです．相転移のような特殊な場合を除き，自

然は滑らかで，物理の理論にはそれを反映させ

るべきだという信仰を確かに時おり耳にします．

でも，波動関数は本当に物理的要請で必ず滑ら

かにすべきものでしょうか。

1次元箱型ポテンシャル V(x)

V0 > 0 (−a<x<a)
V(x) =

{
(0.4)

0 (x<−a, a<x)

のもとで波動関数ψ(x)はx=−a，aで滑らかにな
るように，つまり，ψ(x)もψ ′(x)も連続になるよ

うに決めなさいと教科書は教えます．1)

V0→∞の極限，剛体壁のときには，波動関数
は領域−a<x<aには入り込めないのでそこで
はべったりとψ(x)=0，そしてx=±aで連続と
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いう条件からψ(±a)=0で，例えばx軸の正負方

向に対称な波動関数を考えれば，x<−aで ψ(x)

=−C sin k(x+a)，x>aでψ(x)=C sin k(x−a)
となります（kは式 (0.3)で定義される波数, Cは

定数）．2) ん ? 滑らか条件はどこへ消えた ?

いや，実際，剛体壁波動関数はx=±aでカクン
と折れています（図1）．剛体壁ならそれを許され

る物理的理由を授業でどう習いました ? だって，

波動方程式を満たすんだもん，なんてまさか…．

図 1. 剛体壁 (a=1)のもとでの対称波動関数
ψ(x)．壁の位置 x=±1で滑らかでない !

物理の理論にはしばしば無限大が現れます．ふ

つう，これは大きな量を理論的に扱いやすくす

るための人為的方便です．その物理的本質を理

解するには，大きな有限値ならどうなのか，それ

をますます大きくしていくと物理的事情がどう

変わるのか，しっかり見極める必要があります．

図2を見ると，有限壁の高さV0を上げていく

と波動関数が壁領域にだんだん入りにくくなり，

壁の位置付近での波動関数の曲がり方がだんだ

ん鋭くなり，極限 V0→∞でついにカクンと折れ
ます．剛体壁波動関数もあくまでも滑らかな波

動関数の極限なのだということが分かります．

図2ではx軸の正負方向に対称な波動関数を示

しましたが，これと独立なもう一つの関数，反

対称波動関数についても同様に議論できます．

r<aで+∞，r>aでゼロという中心力ポテン
シャル，つまり剛体球ポテンシャルによる弾性

散乱の波動関数も，r<aでペタッとゼロ，r>a

では漸近的な自由運動関数に等しく，r=aで連

続ではありますが，カクンと折れます．その事

情も1次元剛体壁と同じく理解できます．

図 2. 箱型ポテンシャル(0.4)の高さ V0 が 2E,

5E, 17E, 101E, +∞と増えるにつれ，対称波
動関数の壁付近での曲がり方が鋭くなり，折れ
曲がる無限壁極限に近づく様子（a=1, k=1）．
各波動関数の最大値を1に規格化している．

理論屋がときに使うデルタ関数ポテンシャル

V (x)=Cδ(x−x0)のもとでは，x=x0で ψ ′(x)が

突然ジャンプし，ψ(x)は滑らかでありません．

連続な ψ(x)に滑らかでない点があれば，そこ

で1階微分ψ ′(x)が不連続に跳び，2階微分ψ ′′(x)

は有限な定数値をもたず，V(x)が有限（|V(x)|<
+∞）ならシュレーディンガー方程式

−(h̄2/2m)ψ ′′(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (0.5)

は破綻します．逆に，V(x)がどこでも有限なら，

ある点 x0での ψ(x0)と ψ ′(x0)から出発して方程

式 (0.5)を全x領域に亘り連続的に積分できます．

ψ(x)の滑らかさは，物理的に「要請」するという

より，V(x)の有限性を条件にシュレーディンガー

方程式が数学的に許す物理的事情なのです．

0.2 低エネルギー極限でも非等方散乱

確かにふつう低エネルギーではs波以外の散乱

は弱くなり，ほとんど球対称な角分布を示しま

す．3−5) ただ，主張２のように「必ず」と言うなら，

ブー，Xです．重要な例外，ラザフォード（Ruther-

ford）散乱を忘れては困ります．大きな rで相互

作用がクーロン型 V (r)∝ r−1のとき，小角散乱

の微分断面積は散乱角 θにdσ/dω∝ sin−4(θ/2)と

依存し，前方で無限大に発散します（第6.1節）．
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大きな rでV (r)∝ r−2 ならば，小角散乱の微

分断面積はdσ/dω∝ sin−2(θ/2)と少し弱めの前方

発散を起こします．

いかに低エネルギーでもこれらの前方発散は

起こり，角分布は球対称になりません．これと

球対称に近づく場合とで何が違うのでしょうか ?

粒子が散乱中心に近づくと遠心力ポテンシャ

ルの反発を受け，それが初期運動エネルギー E

より高い領域 r < rcへはほとんど入れません（図

3）．Eが低いほど大きな rcで止められ，それが

相互作用半径の外なら粒子は力を受けず，散乱

は起こりません（図3，短距離型）．でも，s波は遠

心力を受けず，いくら低エネルギーでも相互作用

領域に入り込むので s波散乱だけは起こります．

図 3. 入射エネルギーE1，E2，E3のとき遠心
力ポテンシャルが決める自由粒子の最近接距離
rc1，rc2，rc3と散乱ポテンシャルとの関係．E2，
E3では短距離型ポテンシャルの領域に粒子が達
するのを遠心力が阻止し，散乱を起こさせない．
一方，クーロンポテンシャルは遠方で遠心力ポ
テンシャルに勝り，どんなに低エネルギーでも
どの角運動量でも，弱いながら散乱を起こす．

ある種の同種粒子間では対称性からs波衝突が

禁止され，低エネルギーでは弱いp波の非等方散

乱が見られることがあります（第6.4，6.5節）．

大きな rでV (r)∝r−1なら，それが遠方では高

い部分波の遠心力相互作用（∝r−2）にすら打ち

勝って（図3，クーロン），低エネルギーでも弱い

遠方・小角散乱ながら多数の部分波で起こし，前

方で立ち上がる非等方散乱を示します．大きな r

でV (r)∝r−2なら，遠心力の強さを変えるような

影響を与える多数の部分波の散乱の寄せ集めで

小角散乱が立ち上がります．

散乱長の物理的意味と役割

短距離型ポテンシャルによる低エネルギー散

乱の断面積σはそのs波成分σ0で決まると言い

ました．σ0はs波散乱の位相のずれδ0により

σ0 = (4π/k2) sin2δ0 = 4π/[k2+(k cot δ0)
2] (0.6)

と書けます．4) 低エネルギーEではk cot δ0をE，

またはk2のべき級数で表せ，6, 7) それを

k cot δ0(k
2) ≃−A−1+ ζk2 (0.7)

と書き（図4），どちらも長さの次元をもつAを散

乱長（scattering length），2ζを有効距離（effec-

tive range）と呼びます．k2がごく小さいとき，式

(0.7)の初項だけを式(0.6)に代入すれば，断面積

σ(k) ≃ σ0(k) ≃ 4πA2/(1+A2k2) (0.8)

が得られます．

図 4. 短距離型ポテンシャルによる低エネル
ギーs波散乱の位相のずれ δ0が満たす式 (0.7)．
弱い束縛状態Eb=−h̄2κ2/2mがある場合の図．

散乱長Aは多くの教科書で定義され，波動関

数がどんな性質をもつときAがどうなるか図解

してある教科書，文献もいくつか見られます．3)

でも，散乱長は実際にどう役立つのでしょうか ?

断面積の低エネルギー極限を別の言葉で言い換

えているだけではないのでしょうか ? ただ，ゼ

ロエネルギー断面積を測ってもAの符号までは

分かりません．では，符号には何か深い意味があ

るのでしょうか ? この節，少し長くなりますが，

散乱長につき多少詳しく述べておきます．
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図 5. 半径 a，強さV0の箱型または井戸型球対称
ポテンシャルによるs波散乱の散乱長AがV0と
ともに変わる様子．斥力ではA> 0，剛体球極
限V0 →∞でA→a，弱い引力ではA< 0．一つ，
また一つと新たな束縛状態ができるぐらい引
力が強くなるごとにAは−∞から+∞へ跳ぶ．
束縛状態 e−|κ|r，仮想状態 e+|κ|rのエネルギー
−h̄2κ2/2mとの関係については本文参照．

半径a，強さV0の球対称ポテンシャルによるs

波散乱で散乱長AがV0にどう依存するか，図5

に示します．弱い斥力（引力）の箱型（井戸型）ポ

テンシャルにより低エネルギーの波はわずかに

中心から外向きに押し出され（中心へ向かって引

き込まれ），負（正）の小さな位相のずれδ0を生じ，

k cot δ0≃k/δ0が負（正）になるので式 (0.7)によ

りAは正（負）であることが分かります．剛体球

ポテンシャルV0 →∞ではA= aです（第4.4節）．

ポテンシャルの井戸がだんだん深くなり，一つ，

二つ，…と束縛状態ができるようになると，そ

の個数が新たに増えるV0の臨界値で，つまり束

縛エネルギーがほぼゼロの新たな束縛状態が生

じるぎりぎりのV0で cot δ0(k
2=0)がゼロになる

ことが証明でき，式 (0.7)により−A−1がゼロ，A

は無限大に発散します（図5）．5, 6)

この臨界値より少し深い井戸にはエネルギー

Eb=−h̄2κ2/2m，漸近的波動関数∝e−κr（κ>0）

をもつ浅い束縛状態があり，図4で変数k2を負値

−κ2にまで延ばして（数学的には解析接続して）
やると，束縛状態の境界条件を満たすためには

k cot δ0(−κ2)=−κとなることが示せます．7) κ2

が非常に小さければ，式(0.7)または図4から

　 A−1≃κ, Eb≃−(h̄2/2m)A−2, (0.9)

したがって，|Eb|が小さい束縛状態があれば |A|
は大きくなります．また式(0.8)より

σ0 ≃
4π

k2+κ2
=

(
h̄2

2m

)
4π

E+|Eb|
(0.10)

と分かります．

絶対値の小さな負エネルギーでのシュレーディ

ンガー方程式を考えましょう．一般に漸近波動

関数は指数関数的に減少する項と増加する項の

一次結合で，特定のエネルギーでのみ増加項が

消え，それが束縛状態です．一方，減少項が消え

るエネルギーもあり，その状態∼e−κr（κ<0）を

virtual stateと呼びます（第9.10節）．本稿ではこ

れを仮想状態と訳します．

仮想状態は負エネルギー Eb =−h̄2κ2/2m を
もつものの規格化できない非物理的状態ですが，

|Eb|の小さな仮想状態があると弱い束縛状態に
関して述べてきたことがκを負と考えればみな

成り立ちます．式(0.9)，(0.10)も成り立ち，Aは

負になり，図5の臨界V0の左右で弱い束縛・仮想

状態によるAが逆符号で無限大に発散します．

束縛状態や仮想状態がV0の臨界値に近づき

|Eb|→0となる極限で，式(0.10)の断面積はエネ

ルギーEに反比例して発散します．非常に小さ

な |Eb|のときはこの双曲線がわずかに低エネル
ギー側にずれ，有限ですが巨大なσ(k2=0)が見

られます．この現象をゼロエネルギー共鳴と呼

ぶ教科書も多いのですが，3, 5)長寿命共鳴状態を

中間状態として経るいわゆる共鳴散乱とは物理

的にもエネルギー依存性も異なります．むしろ，

非常に弱い束縛状態または仮想状態により引き

起こされる非共鳴・直接散乱(0.10)の極端なケー

スなのですから，ゼロエネルギー「共鳴」は誤解

の元です．なお，仮想状態は共鳴状態の極端な

例であると誤解されがちですが，両者の間には

ギャップがあることを第9.10節で説明します．

以上のように，たった一つのパラメータA，ま

たは高次項を代表するζも含め二つでゼロエネル

ギー近辺の散乱状態，束縛状態，仮想状態を統

一的に表せます．また，断面積を増大させる要
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因が束縛状態なのか仮想状態なのかを散乱長の

符号が顕わにします．これらは古くから知られ

た事実ですが，最近，極冷却量子気体の性質に

深く関わる極低速原子衝突の記述に諸側面で役

立っています．実験技術としては，極冷気体に

磁場をかけて原子間相互作用を操り，散乱長を

−∞から+∞まで自在に変え，量子気体の性質を
制御できます．現実の量子系は多チャネル系で，

チャネル間の関わり合いで生ずる共鳴のエネル

ギーを磁場で制御するのです（第9.13節）．

ラムザウアー効果を左右する散乱長

1920年代初頭．当時，原子による電子散乱の

断面積は電子エネルギーを数10eVから下げてい

くと単調増加すると思われていたのに，Ar，Kr，

Xeなどで1eV以下に極小が見られる，その速度

の電子は気体中をすり抜けていくという驚くべ

き事実をラムザウアーが詳しく調べ，タウンゼン

トらが追認しました．8, 9)量子論形成後まもなく

これは量子論特有の現象と解釈されました．4, 9)

低エネルギーなので s波散乱が最重要です．

式 (0.6)によれば，位相のずれ δ0があるエネル

ギーで πラジアンの整数倍を通過すればそこに

σ0(k
2)のゼロ極小が見られるはずです．強い散

乱が起きているのに断面積がゼロになることは

古典散乱では全くあり得ない奇異な現象です．当

時の近似計算により，実際，重い希ガスではこれ

が起こっているとされました．これをラムザウ

アー -タウンゼント（Ramsauer-Townsend，R-T

と省略）効果，ラムザウアー効果などと呼びます．

物理的には，電子の波が標的希ガス原子の周

りで回折され，非散乱の波とちょうど滑らかに

繋がってしまう効果と解釈されます．10) 波が 1次

元箱型ポテンシャルにぶつかるとき，特定のエ

ネルギーである量が πラジアンの整数倍に一致

して完全透過が起こる現象と似ています．10)

図6に示す電子-アルゴンs波散乱の位相のず

れδ0は途中でゼロを通過し，そこで断面積に極

小が見られることが分かりますが，電子-ヘリウ

ム散乱ではδ0がゼロから単調に減少し，正エネ

ルギーでゼロを横切らず，極小は起こりません．

図 6. ヘリウムとアルゴンによる電子の s波散乱
の近似計算による位相のずれ δ0．アルゴン（散乱
長Aが負）では δ0がゼロを通過するエネルギー
で断面積にR-T極小が起こるが，ヘリウム（A
が正）ではゼロを通過しない．

原子は双極子分極率αdをもつので，電子は比

較的長距離型の分極相互作用∝αd/r4を原子か
ら受けます．そのため，短距離型相互作用で成

り立ったべき級数展開式(0.7)が破綻し，代りに

kcotδ0(k)=− 1

A
+

(
παd
3a0A2

)
k+O(k2 logk)(0.11)

が成り立ちます．7) a0はボーア半径，O(· · ·)は無
視した項のうち主要項の波数依存性を示します．

シュレーディンガー方程式には波数はエネルギー

の形でしか入っていないのに，式(0.11)にはkに

比例する項，k2 log kに比例する項すらあります．

πの整数倍（mπとします）の不定性を除きδ0が

小さければ cot δ0≃δ−1
0 なので，式(0.11)より

δ0(k)≃mπ−kA−
(
παd
3a0

)
k2, (0.12)

したがって，これをmπにするk≃−(3Aa0)/(παd)

でR-T効果が予想されます．アルゴンの分極率

∼11.2a.u.，散乱長∼−1.5a.u.によれば∼0.23eV

にこの効果が見られそうです．実際，0.3eV辺り

に断面積の極小が観測されます．ヘリウムでは

A>0なので正のkに断面積の極小は期待されま

せん．実際，実験でも見つかっていません．

Aの符号の効果は式(0.12)でも，また図6でも

明らかです．アルゴンのようにA<0なら位相の

ずれは δ0(k=0)から一旦増え，その後，分極力
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効果で減少し，ゼロを通過します．分極力は低エ

ネルギーほどその効果をより発揮するので，逆

にEが上がれば δ0を大きくする引力効果が減っ

ていくのです．ヘリウムのようにA>0なら，始

めからδ0は減る一方で，ゼロを通過しません．

式(0.11)を(0.6)に代入した式を（必要なら高次

項も補充後）低エネルギーで測定した断面積に当

てはめれば，符号を含め，Aの値を決められます．

ところで，δ0が大きいのにs波断面積がゼロに

なるのが量子効果だと言いながら，図6のδ0は

ゼロを横切ることにご不審かと思います．実は，

断りもせず πの整数倍を無視してδ0を示すこと

がふつうで，図6でもそうしました．散乱電子

も原子核近くでは強い引力を受けて独立粒子近

似の動径波動関数にいくつか節をもち，自由電

子に比べて大きな位相のずれを起こしています．

ただ，電子相関を考慮すれば散乱電子の動径関

数という概念は原子内領域ではあいまいになる

ので，mπにこだわらないのが近年の流れです．

理論的に明確にしたければ，無限に高いエネ

ルギーでは散乱は起きないはずと考えてその位

相のずれをゼロとし，連続的にエネルギーを下

げたときにどれだけ位相が変化するかでπの整

数倍を含めた絶対値を定義するのが妥当です．

電子-原子相互作用の引力性・斥力性の議論で

本質的なのは電子が原子の外で受ける力です．例

えば，液体ヘリウム中に捕えられた電子は周り

のヘリウム原子に斥力を及ぼし，それらを押し

のけていわゆる電子バブル，空洞を作ります．

0.3 弱い散乱の大きな効果

主張３，一見，問題なさそうで，実はこれも

ブー，なのです．ともかく計算してみましょう．

s波の位相のずれが δ0 = 20◦，p波がわずか δ1

=2◦，d波以上はゼロです．積分断面積σはs波，p

波成分の和で，sin2δ0+3 sin2δ1 = 0.117+0.0037

に比例します．p波による第2項は全体の3%にし

か過ぎず，確かにs波だけでほぼ十分です．

微分断面積はどうでしょう．s波散乱振幅 f0は

定数，p波散乱振幅は f1 cos θと書け，4)

　dσ/dω = |f0 + f1 cos θ |2

∝ sin2δ0 + 6 sin δ0 sin δ1 cos(δ0−δ1) cos θ
+ 9 sin2δ1 cos

2θ (0.13)

となります．定数の第1項はs波散乱，cos2θに

比例する第3項はp波散乱によるもの，cos θ に

比例する第2項がs波とp波の干渉項です．

図7にs波の項を1とした相対微分断面積とし

てs波成分，p波成分，そして干渉項も含めた全

体を示します．p波成分は相対的に確かに相当小

さく，ほとんど無視できます．しかし，干渉効果

の何と大きいことか ! 弱いp波散乱がs波の等方

分布をこんなに変えてしまうことがあるのです．

図 7. s波の位相のずれが δ0 =20◦，p波が δ1
=2◦，d波以上がゼロのときの微分断面積．s波
のみ，p波のみ，両方入れたときの3種を，球対
称 s波微分断面積に対する相対値で示す．

ちなみに，強い共鳴散乱が起こるとき，それが

s波共鳴ならほぼ等方的角分布を示します．p波共

鳴なら cos2θに比例して∼90◦方向に谷をもつ左

右対称に近い角分布，d波共鳴なら (3 cos2θ− 1)2

に比例して∼(90± 35)◦方向に 2つの谷をもつ左

右対称に近い角分布になります．これに基づき，

測定された共鳴微分断面積の形からしばしば共

鳴の対称性を推論します．でも，非共鳴部分波と

の干渉で角分布の形はかなり変わり得ます．

この干渉がなければ，θを固定して微分断面積

のエネルギー依存性を測るとその共鳴構造はど

のθでも積分断面積と同じ形を示します．でも，

一般には非共鳴部分波との干渉の強さがθに依

るため共鳴形状もθに依存します（第9.6節）．
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なお，簡単に導ける三角関数の関係式，つま

り物理的内容を何も含まないはずの公式

sin2(x+c) = (1+q2)−1 (ϵ+q)
2

ϵ2+1
(0.14)

(ϵ=− cotx, q=− cot c)

で xを共鳴の，cをバックグラウンドの位相のず

れとし，ϵをエネルギーEで表せば，部分波分解

できる散乱の積分断面積の共鳴形状を表すファー

ノ（Fano）公式が直ちに導けます（第9.6節）．

0.4 平面波は何粒子系か?

　主張４はもちろん，Xですね．

まず，水素原子の波動方程式，波動関数を考え

ます．どちらも1粒子の位置座標 rで表され，明

らかに 1電子系を記述し，波動関数 ψ(r)に大き

な係数をかけても多電子系は表せません．そこ

に見出し得る確率密度の意味を |ψ(r)|2にもたせ
るため，これを全空間に亘って積分すれば 1にな

るように係数を選ぶ規格化を行います．

いま，「存在確率」と言わず，「そこに見出し得

る確率」と表現しました．何らかの観測を行って

初めてそれが「粒子」の形で姿を現すわけで，「存

在確率」では観測をする前から「粒子」としてあち

こちに存在する確率をもつような印象を与えか

ねないとの指摘があるからです．11)

シュレーディンガー方程式 (0.1)もその散乱解

も 1粒子座標で表され，波動関数の係数 C の如

何に係わらず，1粒子系しか表せません．さらに，

散乱波動関数の場合，全空間に亘る積分が 1に

なるような確率密度は定義できません．

しかし，v̂=−ih̄∇/mとして，

P (r)=ψ∗(r)ψ(r)
(0.15)

j(r)= [ψ∗(r)v̂ψ(r)− ψ(r)v̂ψ∗(r)]/2

を定義すると，これらは流体の密度 P (r)，流束

j(r)に対する連続の方程式を満たすことがシュ

レーディンガー方程式から導き出せます（第3.3

節）．つまり，j(r)は確率の流れの流束，フラッ

クスという物理的解釈ができ，衝突実験のビー

ムの流束とも対応付けられ，散乱理論で重要な

役割を果します．言うまでもなく，この流束は

|C |2 に比例します．でも，ある定常流全体の粒
子数などという概念はありませんね．

C=1とすると平面波eikzの流束は h̄k/mとな

ります．運動量/質量を速度と見なせば，これは

古典流体の流束から納得できる結果です．でも，

位置と運動量を同時には決められない量子論，い

ったん位置を測定すればその量子状態が乱され，

後の時刻の位置を決められない量子論で速度と

はいったい何なのか，それは第7章の話題です．

0.5 漸近的散乱波は自由運動解か?

　漸近形(0.2)はポテンシャルV (r)が無視できる

遠方での波動関数の形です．実際，∆= ∂2/∂x2

+ ∂2/∂y2+∂2/∂z2ですから，シュレーディンガー

方程式 (0.1)でV (r)をゼロとし，E= h̄2k2/2mと

した自由粒子の波動方程式を平面波 eikz が満た

すことは簡単な計算で示せます．

極座標表示によれば，∆= r−2∂(r2∂/∂r)/∂r

− L̂2/(h̄2r2)と書けます．角運動量演算子 L̂を含

む第 2項は遠心力ポテンシャルを生む角運動の

演算子です．大きな rではこの項が無視でき，自

由粒子の動径運動は s波自由運動と同じく，確か

に独立解 e±ikr/rをもち，式 (0.2)は漸近形として

適切です．しかし，小さな rでは第 2項を無視で

きず，球面波 f(θ,ϕ)eikr/rは自由運動方程式を満

たしません．主張５は半分間違いです．

0.6 入射波自体もゆがめるクーロン場

　主張６は，後半は○ですが，前半が Xです．

クーロン散乱は突拍子もない例外なのです．

いま宇宙にただ一つ，正電荷の陽子だけがあ

ります．そこから何億光年も先から突然，自由

電子が飛び出します．でも，飛び出た瞬間，自由

を失います．いかに離れようとも，電荷をもつ

限り平面波でなぞいられません．

クーロン散乱理論の解説には必ず難しい特殊

関数が使われ，うんざりするでしょう．ここで

は事情を初等的に説明します．まず，関数

u(r) = sin f(r),
(0.16)

f(r) = kr−(α/2k)log kr+η
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を考えます．α，ηは勝手な定数です．簡単な微分

演算でu′′(r)=f ′′cosf−(f ′)2 sinf，また，大きな r

ではこの右辺が−[k2−α/r+高次項 ]u(r)と書け

ることが示せます．つまり，u(r)は大きな rで

− h̄2

2m

[
d2

dr2
+k2− α

r
+高次項

]
u(r)= 0 (0.17)

を満たします．これは大きな rでポテンシャル

V (r)がクーロン型 ∼(h̄2/2m)α/rを取るときの動

径シュレーディンガー方程式を表します．

2階微分方程式ですから独立解がもう一つあり

ます．ηは式 (0.17)に現れず，自由に選べるので，

例えばπ/2だけずらしたcosf(r)を第二の独立解

として採用すると，式(0.17)の解は大きな rで必

ず sinf(r)と cosf(r)の線形結合で表せ，それを

別の η値を使った式 (0.16)の形に書き直せます．

式 (0.16)，(0.17)が意味することは，ポテンシャ

ルの漸近形がクーロン型なら，αに比例するrの

対数項が動径波動関数の漸近形の位相に必ず含

まれること，位相へのクーロン場の影響が遠く

へ行くほど強まることです．入射波も散乱波も，

部分波分解すれば動径関数へのこの影響が宇宙

の彼方まで消えないのです．クーロン力だろう

と，遠方ではいくらでも弱まるはずなのに…．

厳密な理論によればクーロン散乱波動関数は

exp[ikz + i(α/2k)log{2kr sin2(θ/2)}]

+fC(θ) exp[ikr − i(α/2k)log 2kr]/r (0.18)

という漸近形を取ります．12, 13) 上の部分波の議

論の通り，実際，入射波（第1項）でも散乱球面波

（第2項）でも，その位相にいかに遠方でも増え

続けるクーロン場の影響 (α/2k)logkrが明らか

です．しかも，入射波の進行方向が z方向だけで

なく，クーロン場で曲げられた波も含むのです !

ふつうの散乱理論では，相互作用がないとき

との違いを散乱効果と判断します．自由運動を表

す平面波に加えて新たにeikr/rに比例する漸近的

散乱球面波を相互作用が生み，その振幅f(θ)に

より微分断面積が |f(θ)|2と表せるのです．とこ
ろが，クーロン散乱では式(0.18)の入射波の位相

にも散乱波の動径部分の位相にも相互作用効果

の一部が押し込められています．こんな奇妙な

形なのに，多くの教科書にごく当り前のように

微分断面積は |fC(θ)|2だと書いてあります．ほん
とにいいんでしょうか ? 実は，漸近形(0.18)の2

項とも位相の中の対数項が「流束に及ぼす影響」

は rに反比例して遠方で弱まり，結局，|fC(θ)|2

を微分断面積と見なして構わないのです．13)

ちなみに，全空間領域で V (r)=C/r，つまり純

粋クーロンポテンシャルなら微分断面積は

|fC(θ)|2=(C/4E)2 sin−4(θ/2), (0.19)

ラザフォード断面積になります（第6.1節）．とこ

ろが，同種荷電粒子同士の衝突では，相互作用

は同じ C/rでも，衝突粒子の識別不能性のため

微分断面積は式 (0.19)になりません（第6章）．

0.7 共線衝突は机上の空論

主張７を○としてしまった人はいませんか? 共

線衝突もT字型衝突も衝突パラメータ（衝突径数;

第4.3節）bがゼロのときにしか起こりませんよ．

たった一つの衝突経路でしか起こらない過程に

「断面積」は定義できません．ついでに，標的の

大きさよりも太いビームを使わなければ断面積

は測れないことも頭に置きましょう．

では，共線衝突とT字型衝突につき「反応確率」

を比べれば立体効果を調べられるでしょうか? こ

れらの型の衝突は単純でもあり，頻繁に議論さ

れていて，現実性のある衝突モデルであるかの

ように思われがちです．でも，注意が必要です．

標的分子が軸対称なら，共線ではなくても分

子軸に平行な一般の衝突 b≥0につき，反応確率

P (b)を定義できます．範囲 b～ b+δbの衝突は断

面積σの一部分 δσ=2πbP (b)δbを生みます（付録

4A）．この式から，共線に近い小さなbの衝突で

は 2πbP (b)（≤2πb）が小さく，3次元衝突の断面

積にはほとんど効かないことが分かります．現実

の3次元衝突は共線衝突の反応確率P (0)自体に

は影響されず，共線からずれて bがゼロから増え

るに従い 2πbP(b)がゼロからどう増えるかに依

存します．これを bにつきゼロから∞まで積分
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すれば分子軸に平行なマクロな太さの入射ビー

ムに対する断面積 σ(0)が得られます（付録4A）．

垂直衝突は軸対称でなくて面倒ですが，分子

軸に垂直に入射ビームを打ち込んだときの断面

積 σ(π/2)を定義できます．また，斜め入射も調べ

れば，反応の立体効果が明らかになります．

0.8 水素原子を1s→2p励起するには

主張８も間違いと，イオン衝突分野の学生さ

んならすぐ分かるでしょう．電子衝突の研究室

ではどうでしょうか．

相対運動エネルギーEは一部または全部を入

射粒子や標的の内部運動へ移せますが，孤立衝

突系全体の重心運動は自由運動で，その運動エ

ネルギーは変えられません（付録7B）．質量mT

の静止標的に質量mPの粒子が運動エネルギー

ELで衝突するとき，全運動エネルギーELを重

心運動と相対運動でmP :mTと分け合うので，

E = EL/(γe+1) (γe=mP/mT ) (0.20)

です．14, 15) いまの問題では，これが水素原子の

1s→2p励起エネルギー10.2 eVを上回るような

ELが必要です．α粒子と水素原子なら γe=4で，

5×10.2 eV=51 eV以上のα粒子だけが静止水素

原子を1s→2pと励起できるのです．

少し数値遊びで感覚を養うとよいでしょう．例

えば，静止ポジトロニウム（電子-陽電子系水素

型原子）を1s→2pと励起するには，238Uイオン

なら∼1.1MeVものエネルギーを要します．

0.9 最大散乱角，虹，等方散乱角分布

主張９，二重の意味でXです．本節ではこれに

関連するいろいろな側面を論じていきます．

まず，実験室系散乱角ωL(θL, ϕL)と重心系散乱

角ω(θ,ϕ)との関係です．図8に質量mPの入射粒

子の実験室系での初速度 vL，衝突後の速度 v ′
L，

静止標的mTの衝突後の速度 v ′′
L，重心速度 vcm，

重心系での入射粒子，散乱粒子の速度v，v ′の

関係を，図9に両座標系での散乱粒子速度の関係

を示します．14−17) 衝突前，後の相対運動エネル

ギーをE，E ′とすると，

tan θL = sin θ/(γ+cos θ),
(0.21)

γ = vcm/v
′ = (E/E ′)1/2(mP/mT )

が成り立ちます．

図 8. 実験室系と重心系での衝突粒子の速度．

図 9. 重心系と実験室系の散乱角の変換を与え
る速度の和 v ′

L= vcm+v ′（γ >1の図）．E，E′：
衝突前，後の相対運動エネルギー．v ′<vcmなら
0◦≤ θ≤180◦で θLに上限があることが分かる．

γ=1（弾性散乱ならmP=mT）なら式 (0.21)は

θL=θ/2と変形でき，重心系で 0◦から180◦まで

の散乱角が実験室系では 0◦から90◦までにしか

ならず，θL> 90◦は起こり得ません（図10）．

γ≪1なら明らかに θL≃ θです．

γ <1（弾性散乱ならmP <mT）なら重心系の

0◦∼180◦で実験室系の θLも 0◦∼180◦で単調増加

します（図10）．しかし，γ=1で突然，θLの最大

値が半減します．この不連続の原因は，γ≃1で

は曲線 θL≃θ/2から180◦近くの θで急に上向く，

その曲がり方がγが1に近いほど急激で，γ→1
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の極限では全域で θL=θ/2で θ=180◦で垂直に立

ち上がる折れ線に収束するためです（図10）．

図 10. 実験室系と重心系での散乱角の関係
(0.21)．図中の数字は γ の値．

γ >1（弾性散乱ならmP >mT）なら，重心系

の θがゼロから cos−1(−γ−1)まで増えると θLは

ゼロから θmax
L =sin−1(γ−1)（<90◦）まで増え，θ

がさらに増えるとともにθLは逆にゼロまで減っ

ていきます（図10）．γが大きいほどこの最大角

θmax
L は小さくなります．

γが上から1に近づくと，θmax
L は θ=180◦によ

り近い場所で起こり，曲線の曲がり方もより鋭

くなり，直線 θL=θ/2が θ=180◦で突然折れて垂

直に下降する形に収束します．

キセノンとヘリウムの質量比 131：4から，主

張９の問題では θmax
L は 4/131ラジアン≃1.7◦で，

実験室系でそれ以上の角度で散乱されることは

ありません．主張９は当然，Xです．

相互作用V (r)による2体弾性衝突という単純

な問題の場合，重心運動を分離すると，残りの

相対運動は 2体の換算質量に等しい質量の1粒子

が場V (r)により散乱される問題，式(0.1)と通常，

同等になります（付録7B）．18, 19) この方程式を漸

近境界条件(0.2)のもとに解けば重心系微分断面

積 |f(θ,ϕ)|2を得ます．
気体内の原子同士の衝突に関する知見から気

体の性質を論じたいとき，原子が速度分布をもっ

ているため，この分布に亘る平均を取る必要が

あります．原子 A，原子 Bともある温度 Tで熱

運動をしていれば，AB間，AA間，BB間の相対

速度もみな温度 Tの熱分布をすることが証明で

きます．これに基づき，すべての 2体衝突の速度

分布に亘る平均が重心系で問題なく計算できま

す．20)

しかし，これには例外があります．同種粒子同

士の衝突ではその波動関数に要請される対称性

を漸近形(0.2)は満たさないので，これを変更す

る必要が生じます（第6.2節）．

実験室系と重心系での微分断面積の間には

dσL(θL, ϕL)

dωL
=

(1+γ2+2γ cos θ)3/2

|1 + γ cos θ |
dσ(θ,ϕ)

dω
(0.22)

という関係があります．15−17) 散乱流をすべて集

めた積分断面積は，当然，座標系に依りません．

γ >1での最大散乱角 θmax
L では式(0.22)の変

換係数の分母がゼロになるので実験室系微分断

面積は無限大に発散します．ただ，これは弱い発

散で，座標系に依らない積分断面積は有限です．

この発散に似て非なる虹散乱という現象があり

ます．それと比べるため，まず，この発散の物理

的事情を少し考察します．話を単純化するため，

球対称ポテンシャルを扱いましょう．重心系から

実験室系への微分断面積の変換は dσL(θL)/dωL

= (dωL/dω)
−1dσ(θ)/dω，また dω=2π sinθdθに

より (dωL/dω)
−1=[(sinθL)/(sin θ)]

−1(dθL/dθ)
−1

となり，図10でθLが極大値を取るときdθL/dθ=0

なので実験室系微分断面積が発散するのです．そ

の物理的理由は，そこでは同じθLの散乱を起こ

すθ値の密度が無限に大きくなるからです．

これは変数変換だけに基づく現象で，量子論，

古典論に共通であり，γ >1を満たす衝突系なら

相互作用の如何に係わらず起こります．

また，γ>1なら，各実験室系散乱角θLで測定さ

れる散乱強度には異なる二つの重心系散乱が含

まれています（図10）．この二つは互いに独立な

過程で，入射粒子の散乱後の運動エネルギーを

測れば区別できます．同じ θLでもθが小さい方

が衝突後速度 v ′Lが速いからです（図9）．独立な

過程なので互いに干渉し合うことはありません．
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七色の虹と古典弾性散乱

次に古典弾性散乱を考えます．衝突パラメータ

が b～b+dbの範囲の円柱殻に入射した粒子が角

度θ～θ+dθの散乱を受けるとき，微分断面積は

dσ/dω=|2πbdb/2π sinθdθ |=|(b/sinθ)(dθ/db)−1|
と書けます．21) θ(b)が極値を取れば dθ/db=0で，

この微分断面積はそのθで発散します．同じ散乱

角θの散乱を起こす軌道の密度が無限に大きくな

ることがその物理的原因です．

この効果は光学現象にも現れます．球形の液滴

に光線束が入射するとき，液滴表面への光線の入

射角χは衝突パラメータ bに応じて決まります．

このχに対する散乱角Θは波長λに依る液滴の

屈折率 n(λ)で決まり，2変数関数Θ(b, λ)になり

ます．それが∂Θ/∂b=0を満たす極値Θmax(λ)で

は光散乱強度が無限大に発散し，波長に応じて

ずれる特定角度に強く光が出るプリズム効果を

示します．大気中の水滴により散乱されて肉眼

に入る太陽光の散乱角Θが，したがってこのプ

リズム効果により波長λが，水滴の位置に依り

異なるために色が別れたきれいな虹が見えるの

です．これに光の波動性による補正を施すと現

実の虹をよく表します．21) 散乱強度の発散機構

の類似性から θ(b)の極値で起こる古典微分断面

積の発散を虹散乱と呼んでいます．

虹散乱の古典論に量子補正を施すには，多数

の部分波成分 lが散乱を受けるために lを連続変

数と見なす半古典論を適用します．位相のずれ

の微分∂δl/∂lが古典散乱角に，また lが衝突パラ

メータ bに対応づけられ，散乱振幅f(θ)の部分

波分解を bの言葉で解釈できます．こうして，古

典論のような発散は起こらないものの，虹散乱

に相当する半古典論的断面積 |f(θ)|2が明らかに
見られます．22)

古典論のθ(b)曲線の極値の左右には，同じ散乱

角 θを起こす bの値が少なくとも二つあります．

これらは軌道ではっきり区別できる過程ですが，

量子論効果で波の性質が備われば二つの波の重

ね合せで干渉が起こりそうだと推測され，事実，

それを半古典論で示せます．これら二つの bは同

じ散乱角 θに対する散乱振幅f(θ)の二つの部分

波成分fl(θ)，fl′(θ)に相当し，微分断面積 |f(θ)|2

≃|fl+fl′|2= |fl|2+|fl′|2+2Re[f∗l fl′ ]には干渉項

（第3項）による微細振動が見られます．22)

これは γ >1で同じθL(θ)を生む異なるθの散

乱の間に干渉が生じないのと対照的です．また，

θ(b)の極値付近での様子が相互作用の詳細を反映

するのに対し，θL(θ)は相互作用に無縁な分かり

切った関係であることもすでに指摘しました．

2種類の微分断面積

次に，重心系運動量移行断面積（第8.2節）

σm=

∫
(1− cos θ)[dσ/dω]dω (0.23)

の計算で微分断面積にかかる重みを考察します．

うっかりすると，1−cos θが最大になる180◦近辺

で微分断面積に最も高い重みが付くかのように

思えるかも知れません．でも，dω=sinθdθdϕで

すよ．例えば軸対称問題では，dσ/dωにかかる重

みは 2π sin θ (1− cos θ)になり，これは θ=120◦

で最大値，180◦では最小値ゼロを取るのです !

図 11. 等方散乱の角分布 dσ/dθ=2π sinθdσ/dω

と運動量移行断面積の微分 dσm/dθ=(1−cosθ)

×dσ/dθ．それぞれを θの全領域に亘り積分すれ
ば積分断面積 σと運動量移行断面積σmを得る．
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θでそのまま積分すれば積分断面積σが得られ

る角分布関数 dσ/dθも微分断面積と呼ばれるこ

とがよくあります．立体角微分の微分断面積と

は dσ/dθ=2π sinθdσ/dωの関係があります．

四方八方に球対称に散乱される等方散乱は

dσ/dω=定数と表せますが，このとき微分断面積

dσ/dθは sinθに比例し，θ=90◦で最大になる山

形の分布を示します（図11）．θで積分すれば運動

量移行断面積になる dσm/dθ =(1− cosθ)dσ/dθ

も等方散乱につき図に含めてあり，120◦で最大，

前方と後方でゼロに落ちるのが見られます．

0.10 観測量ではない前方散乱断面積

主張１０は散乱理論の大前提をおろそかにし

た人は騙されるかも知れませんが，原子衝突の

実験屋さんなら直ちに Xと分かるはずです．

ビーム減衰法という実験法があります．気体

を詰めた箱に空けた穴から粒子ビームを入射し，

反対側に空けた穴から出てくるビーム強度を測

定し，その減衰は気体分子との衝突による軌道

のそれが原因だと解釈して散乱積分断面積を決

める伝統的な手法です．そう，ビーム中の粒子が

散乱されれば前方強度が減るのは当り前，銀行

じゃあるまいし，利息が付くわけないんです．こ

れを散乱の量子論に即して考えてみましょう．

ポテンシャルがないとき，平面波による一方

向（θ=0）への一定の流束F平が流れているとし

ます．ポテンシャルがあれば，これに加えて新

たに大きな球面から四方八方に流束F球が出てい

きます．この流束をF平方向（θ≃ 0）成分とそれ

以外とに，F球=F0+F>と別けましょう．

前方に理想的な検出器を置けば，ポテンシ

ャルのないときF平を，ポテンシャルがあれば

F平+F0 を検出するはずですから，主張１０は

両者の差F0から前方散乱の微分断面積を決めら

れると言っているわけです．

ところがここに，波動関数が表す流束が必ず

従う流れの保存則があります（第3.3節）．実数で

時間に依らないふつうのポテンシャル場のもと

では，流れはどこから湧き出ることも，どこへ吸

い込まれることもあり得ず，どんな空間でも，そ

こに入る流束とそこから出る流束とは差し引き

ゼロで，全体として平衡を保つという法則です．

F平自体は明らかにこれに従います．したがって，

必ず F0+F>=0です．前方以外の散乱の断面積

を決めるF>が正であれば，F0が負でなければ流

れの保存則に反します．えっ，負の微分断面積?

そもそも，入射流束F平が散乱により減ってい

ないのに，あちこちに散乱される流れはいった

いどこから湧き出てきたのでしょう? いや，湧

き出るはずがないと流れの保存則が断言してい

るのです．常識的にも，入射流束は必ず散乱流

の分だけ削り取られているはずで，それを負の

前方流束F0=−F>が表しているのだと考えるの
が自然です．F0とF>とでは，どうもその物理的

意味が違うようです．

実は，前方散乱は特殊です．定評ある教科書を

注意深く読むと，散乱理論の定式化の前にその

前提条件が挙げてあり，ゼロ近辺の散乱角は除

くとか，前方散乱以外なら問題ないとの断り書

きが見られます．17, 23−25) なぜなのでしょう?

散乱波動関数の漸近形(0.2)をご覧ください．

第2項の散乱球面波が表す流束を第1項の入射平

面波の流束と比較して微分断面積の表式を出す，

というのがお決まりです．いや，待ってください，

量子論ですよ．二つの波を重ね合せれば，一般

にその間に干渉が起こります．それを無視して

入射波と散乱波の流束を別々に扱うのでは誤り

が生ずるはずです．しかし，計算してみると，球

面波のうち平面波と違う方向に出る部分と平面

波との干渉は散乱角 θの関数として激しく正負

に振動し，その平均はゼロで，事実上，無視でき

ます．遠方まで平面波と重なり合う前方散乱部

分だけが負の干渉効果を流束に及ぼし，負のF0

を生じて入射流束を削ります（第3.4節）．

削り取られた前方流束が周りへ振りまかれる

のが全散乱なのですから，前方散乱波と積分断

面積とは深く関係するはずです．事実，積分断

面積がゼロ度散乱振幅の虚部に比例するという

「光学定理」が流れの保存則から導びかれ，この
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法則と光学定理が同等であることが分かります

（第3.5節）．光学定理は中心力場による粒子の散

乱を部分波分解法で扱い，位相のずれで表した

積分断面積と散乱振幅の表式を見比べて証明す

ることがよくあります．4) しかし，それだけでは

単なる数式の証明に過ぎず，その深い物理的意

味が見えません．さらに，流れの保存則からの導

出なら，非弾性散乱を含む多チャネル過程へも

簡単に拡張できます（第3.5節）．

ゼロ度微分断面積は思考実験でも決して直接

測れない空想の産物です．干渉が無視できる条

件で定義された断面積を干渉のある領域へむり

やり外挿したものです．しかし，干渉領域の角度

範囲は θ<∆θ∼(kr)−1/2と遠方でいくらでも狭

くなります（第3.4節）．ですから，r→∞の極限
で干渉領域は消え失せ，ゼロ度微分断面積が意

味をもつはずだと思うかも知れません．でも，い

かに大きな有限の rでも θ=0は必ず干渉領域に

含まれ，ゼロ度微分断面積は宇宙の果てでも測

れません．また，流れの保存則を満たすにはあ

らゆる方向への散乱を必ず干渉項が埋め合せな

ければならず，いくら rを大きくして干渉領域

幅を狭めても，それとともに干渉はどんどん強

まります．r→∞ではこの埋め合せを θ=0がデ

ルタ関数的に一手に引き受けます．だからこそ，

光学定理が成り立つのです．

0.11 縮退状態を識別しない断面積

主張１１も答はブーです．測っている過程の始

状態はA1かA2の「いずれか一方」です．終状態

については，B1もB2もB3もすべてひっくるめた

総計を測っています．断面積 σ(Ai→Bj)を終状

態 j につき加え合せ，始状態 iについては平均

した値を測定していることになります．もしも

A1，A2に分圧P1，P2ずつ分布しているなら，始

状態の確率はその分圧に比例するので，重み付き

平均を取る必要があります．状態Ai (i=1,2, · · ·)
にPiずつ分布していれば，P=

∑
Piとして

σ(A→B)=
∑
ij

(Pi/P )σ(Ai→Bj) (0.24)

となります．この両辺に衝突速度をかけて速度

分布に亘り平均すれば，反応速度定数 κにつき

κ(A→B) =
∑
ij

(Pi/P )κ(Ai→Bj) (0.25)

が導けます．26) このとき，第0.9章で述べた熱平

衡気体内での分子間相対速度は同じ温度で熱分

布をするという事実が役立ちます．20)

それでもまだ始状態と終状態に対して対称で

ない形にしっくりこない方のため，始状態につ

いても和を取れば奇妙な結果が出ることをお話

しします．いま，標的がすべて同じ始状態Aにあ

るとし，そのうち半分が占める状態にA1, 残り

の半分が占める状態にA2と名付けます．名前は

違っても同じ状態です．それぞれの半分につい

ての断面積間には等式 σ(A1→Bj)=σ(A2→Bj)

=σ(A→Bj)が成り立つので，始状態 A1, A2に

ついて断面積を加え合せれば，本来の断面積の

2倍になってしまいます．3分割して加え合せれ

ば 3倍になってしまいます．始状態について加

え合せた値はどうにでもなってしまうのです．

*** *** *** *** *** *** *** ***

いかがでしたか ? うっかりすると○を付けて

しまいそうで，実は，正解は全部X．ただ，○X

自体よりも，いろいろな話題を吟味熟考したこ

とが大事なのです．ひっかけ問題まがいに感じ

られたものもあったかも知れませんが，特殊な

ケースにまで機械的に「常識」を持ち込むなどい

いかげんな論文原稿を読むにつけ，綿密な思考，

例外に敏感な注意深さをふだんから訓練してお

く必要性を痛感します．何かを学んだとき，少

しひねくれて，それが当てはまらない例を考え

てみるのも一案でしょう．

拾い読み，伝え聞きで入ってきた断片的な知

識を，ああ，そういうものなんだと無批判に頭に

入れることなく，議論の前提条件や論理の筋道

に気を配りながらその妥当性をじっくりと考え

ることの重要性はお伝えできたでしょうか．次

章から，テーマごとに少し詳しく議論します．お

楽しみいただければ幸いです．

16



第 0章 文献・注

1) 江沢洋 [1], §7.2, §7.5.
2) 江沢洋 [1], §6.3.
3) 砂川重信 [2], §3.6.
4) 高柳和夫 [3], §2–3.
5) B.H.Bransden andC. J. Joachain [4], §12.3.
6) L. I. Schiff [5], §39.
7) N. F. Mott and H. S.W. Massey [6], §II.9.
8) 市川行和，しょうとつ，第3巻第3号 (2006);

別冊「しょうとつ」原子衝突実験の歩み (2009).

9) N.F.Mott andH.S.W.Massey[6], §XVIII.1–3.
10) L. I. Schiff [5], §19．1次元問題については

§17を参照のこと．
11)江沢洋 [1], §5.2．そう言いながら，§5.3以降
では存在確率という言葉遣いをしている．

12) 高柳和夫 [3], §2–5.

13) B.H.Bransden andC. J. Joachain [4], §12.5.
14) 高柳和夫 [3], §1–3.
15) B.H. Bransden and C. J. Joachain [4], Ap-

pendix 2.

16) 砂川重信 [2], §1.3. 本稿の式(0.22)のべき

3/2がこの文献では 2/3と誤記されている．

17) L. I. Schiff [5], §18.
18) 砂川重信 [2], §2.1.
19) 高柳和夫 [3], §2–2.
20) 高柳和夫 [3], §1–6.
21) M. S. Child [7], §2.2.
22) M. S. Child [7], §5.1, 5.2.
23) 砂川重信 [2], §2.3.
24) B.H.Bransden and C. J. Joachain [4], §12.2.
25) L.D. Landau and E.M. Lifshitz [8], §123.
26) R.D. Levine [9], §3.1補足.

17



1 連続状態波動関数は直交しない

－ 関数ではないデルタ関数

1.1 固有関数の直交性に疑問あり

量子論の教科書によれば，共通なハミルトニ

アンの固有関数 ψE と ψE ′ は固有エネルギーE，

E ′ が違えば一般に直交すると証明できます（第

1.6節）．1−3) 複素共役を*で，系を記述する座標

空間全体に亘る積分を
∫
dτ で表したときに，

(ψE ′ , ψE) =

∫
ψ∗
E ′ψE dτ (1.1)

で定義される内積がゼロと積分計算を実際にせ

ずに分かり，理論展開の上で大変便利で，この

ことからいろいろ重要な結果が導けます．

ところが，衝突論で入射ビームを表す自由粒

子の波動関数，平面波同士は，エネルギーが違っ

ても内積 (1.1)をゼロにしないことを次節で証明

します．これは重要なことですが，はっきり注

意を促してある入門書を見かけません．なぜ平

面波は一般論に従わないのでしょう?

教科書はまた，連続状態では内積 (1.1)はデル

タ関数 δ(E−E ′)に比例するとも言います．4−6)

じゃ，やっぱり E ′ ̸=Eでは内積がゼロ? これは

いったいどうしたことでしょう（第1.4節）?

1.2 ゼロでない平面波同士の内積

波数 kで座標 z方向に進む平面波 exp(ikz)の

非直交性を証明しましょう．粒子質量をmとす

るとE=(h̄k)2/2mですから，E ′ ̸=Eは k ′ ̸=kを
意味します．以下，q=k−k ′ とします．
内積はzの全領域(−∞,+∞)に亘る積分ですが，

まず有限領域 (−Z,+Z)での積分を計算すると

IZ(q) ≡
∫ +Z

−Z
e−ik

′zeikz dz =

∫ +Z

−Z
eiqz dz

= (iq)−1(e+iqZ − e−iqZ)

= (2/q) sin qZ (k ′ ̸=kのとき) (1.2)

となります（記号 ≡はその右辺の式を左辺の記
法で表すという意味）．図12に IZ(q)の一例を示

します．4) IZ(q)のZ→∞の極限が内積(eik
′z, eikz)

ですが，qを固定してZを増やすと IZ(q)はどこ

までも振動し，ゼロになぞ収束しません．k ′=k

なら被積分関数は 1なので内積は無限大です．

3次元平面波 exp(ik·r)= eikxxeikyyeikzz でも，
変数 x，y，zそれぞれについて上の議論をすれば

結論は同じことです．

図 12. 式(1.2)の関数の一例 IZ=50(q)．波数 q

と座標Zの単位は互いに逆数なら何でも同じ．

1.3 箱による人為的直交化は許せるか?

一方，自由粒子を強引に箱に閉じ込めて自由

を奪えば離散状態化でき，その波動関数ψnはエ

ネルギーが違えば直交します．例えば，1次元領

域 0 ≤ z ≤ Z を考え，両端でゼロとの条件を

ψnに課すと，整数nで規定された固有関数ψn(z)

= Nn sin(nπz/Z)（Nnは規格化定数）を得ます．

変数変換 x=πz/Zにより内積 (ψn′ , ψn)は

(ψn′ , ψn)

Nn′Nn
=
Z

π

∫ π

0
sinn′x sinnxdx

=
Z

2π

∫ π

0
{cos(n′−n)x− cos(n′+n)x}dx

=
Z

2π

[
sin(n′−n)x

n′−n
− sin(n′+n)x

n′+n

]π
0

= 0 (n′ ̸=nのとき) (1.3)

を満たし，異なるψn′，ψnは明らかに直交します．

例えば，銀河系サイズの箱ならこれら離散状

態のエネルギー間隔は極端に狭く，ほとんど連

続状態と見なせそうです．平面波の実部，虚部

と本質的な違いはなさそうです．それなのにな

ぜこちらは直交するのでしょう．直交，非直交，
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どちらが正しいのでしょう．どうせ銀河系サイ

ズの自由空間で実験なんかできないのに，その

先までも自由空間とする平面波でしか成り立た

ない非直交性なぞ無意味なのでしょうか．

物理学の理論体系は複雑な現実の物理系から

本質的側面を抽出した理想化模型に基づいて構

築されています．例えば，平面波 eikzは x，y方

向に同じ値でいくらでも延びる，無限に太く，無

限に長いビームを表します．実験に使う，巨視

的サイズではあっても有限なビームを正確には

表しませんが，これは理論を数学的に取扱いや

すく単純化して物理の理解を得やすくするとと

もに，微視的過程の議論へのこの理想化による

弊害は事実上ないものと考えて使うわけです．

もちろん，箱に閉じ込めるのももう一つの理

想化で，どちらを選んでも構いません．大事な

ことは，平面波を使うなら一貫してその枠組を

守ること，箱で離散化するならそれを使い続け

ることです．平面波による理論を展開しながら

箱による離散化でだけ成り立つ事実，例えば直

交関係を使えば，大間違いを犯しかねません．

1.4 デルタ関数による直交化の誤解

　次の問題は，平面波の非直交性と内積がデル

タ関数 δ(k−k ′) に比例することとの矛盾です．
実はこれは見かけだけの矛盾で，名前が悪くて

デルタ関数を関数と勘違いするために起きるの

です．k ′ ̸= kなら δ(k−k ′)= 0，k ′= kで無限大

というよく見る漫画の弊害です．この漫画は「当

たらずと言えども遠からず」で，物理では大いに

役立ちますが，連続状態の内積は「当たらず」の

ため誤りを招く数少ない例の一つなのです．

「性質の良い」束縛状態型関数 F (k ′)につき式

F (k) =

∫ +∞

−∞
F (k ′)δ(k−k ′)dk ′ (1.4)

が必ず成り立つようなδ(k−k ′)が本物のデルタ関
数です．4, 7, 8) 広範囲の関数F (k ′)からk ′=kでの

値だけを取り出すのだから k ′ ̸=kで δ(k−k ′)はゼ
ロだろうと思うのはもっともです．でも，δ(k−k ′)
が変数 k ′でどう表せるかは問わず，積分演算（こ

れも本当はふつうの積分とは違うんですが…7)）

を伴って初めて意味をなす，超関数（英語ではdis-

tributionですが，単なる分布ではない数学用語

です）と呼ばれる，ふつうの関数とはひと味違う

代物なのです．4, 7, 8) 入門書 5)でもデルタ関数は

‘distribution’であると断ってはいますが，では

distributionとは何なのか説明が見当りません．

一般に「連続状態波動関数はデルタ関数により

規格直交化される」と言われます．その意味は，

平面波 ψE=(2π)−1/2eikz に即して言えば，仮に

δ(k−k ′) ≡ (ψE′ , ψE) = (2π)−1(eik
′z, eikz)

=
1

2π

∫ +∞

−∞
ei(k−k

′)zdz (1.5)

と書けば，「こうして定義されたδ(k−k ′)は」性質
の良さを表すある種の条件を満たす勝手なF (k ′)

につき式(1.4)を満たすということです（3次元空

間での平面波については付録1Aを参照）．心も

とないかも知れませんが，式 (1.5)の右辺の積分

結果には一切触れていません．つまり，デルタ

関数による規格直交化は内積 (eik
′z, eikz)の値自

体については元々何も言っていないのですから，

非直交との矛盾も何もありません．

なお，式 (1.5)でkとzの役割を入れ換えれば

δ(z−z′) = 1

2π

∫ +∞

−∞
ei(z−z

′)k dk (1.6)

が導けます．

さて，積分 (1.4)の右辺でδ(k−k ′)の替わりに
式 (1.2)の IZ(q=k−k ′)を使ってみましょう：∫ +∞

−∞
F (k ′)IZ(k−k ′)dk ′. (1.7)

Zが大きいとIZ(k−k ′)は狭い k ′ (̸=k)の勝手な

区間内で細かく正負を振動し（図12），積分 (1.7)

の被積分関数も細かく振動し，正負の打ち消し

合いでこの k ′区間の積分はほぼゼロになります．

振動周期は Z→∞でいくらでも小さくなり，こ
の k ′ 区間内で IZ→∞(k−k ′)は実質的にゼロと
同じ役割を果たします．例外は k ′→ k (|q|→ 0)

のときで，IZ(q)=2Z(sin qZ/qZ)→ 2Zと，Zの

増大とともにいくらでも増えます．したがって，

平面波の内積 IZ→∞(k−k ′)は上に述べた漫画の
関数と「実質的に」同等で，式 (1.5)が式 (1.4)を

満たすことは定数因子を除き納得できます．
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1.5 フーリエ変換とデルタ関数

ここでまた別の側面から議論します．有限で

滑らかな関数 F (k)のフーリエ（Fourier）変換

f(z) =
1

(2π)1/2

∫ +∞

−∞
F (k ′)e−ik

′zdk ′ (1.8)

はフーリエの反転公式と呼ばれる関係

F (k) =
1

(2π)1/2

∫ +∞

−∞
f(z)eikzdz (1.9)

を満たします（3次元空間への拡張は付録1Aを

参照）．4, 7, 9, 10) 式 (1.8)を(1.9)に代入すると，

F (k) =
1

2π

∫ +∞

−∞

{∫ +∞

−∞
F (k ′)e−ik

′zdk ′
}
eikzdz

=

∫ +∞

−∞
F (k ′)

[
1

2π

∫ +∞

−∞
ei(k−k

′)zdz

]
dk ′ (1.10)

となります．大括弧内は正に式 (1.5)の右辺で

すから，それを δ(k−k ′)と書けば式 (1.10)は式

(1.4)そのものになります．こうして平面波の内積

(1.5)がデルタ関数になることが証明されました．

ウソで～す．騙されてはいけません．一見，証

明できたかのように見えるかも知れませんが，実

は式 (1.8)，(1.9)の対を証明せずに使ってしまい

ました．単に，平面波の内積がデルタ関数になる

ことはフーリエ反転公式と同等だと示しただけ

なのです．でも，それも大事なことです．

1.6 直交性の証明：何が悪い?

固有関数の直交性を証明しておきましょう．2, 11)

ハミルトニアンĤの一つの固有関数ψiが満たす

固有値方程式（シュレーディンガー方程式）

Eiψi = Ĥψi (1.11)

および他の固有関数ψjが満たす固有値方程式の

複素共役

Ejψ
∗
j = (Ejψj)

∗ = (Ĥψj)
∗ (1.12)

をまず書いておきます．式 (1.11)に ψ∗
j をかけ，

式 (1.12)に ψiをかけて辺々引き算すると

(Ei−Ej)ψ∗
jψi = ψ∗

j (Ĥψi)− (Ĥψj)
∗ψi (1.13)

が得られます．両辺を全空間に亘り積分し，第

2.2節で説明するハミルトニアンのエルミート性

(ψj , Ĥψi)=(Ĥψj , ψi)を使うと

（Ei−Ej）(ψj , ψi) = 0 (1.14)

となり，Ei ̸=Ej ならば (ψj , ψi) = 0，つまりψi

とψjの直交性が結論されます．

平面波の非直交性は，この議論が平面波には

当てはまらないことを意味します．なぜなのか，

それが本章冒頭の疑問でした．第1.2節の議論

によれば，平面波については無限空間での積分

(ψj , ψi)は不定のはずです．ところが，式 (1.14)

によれば，平面波であろうがあるまいが確かに

ゼロのはずです．どうしても心配なら，まず積

分領域を大きな有限領域として直交性を証明し，

それを無限に大きくした極限を取れば無限領域

での直交性が導けるでしょう．もちろんこれは

第1.2節の結果に矛盾するので，どこか間違って

いるのでしょう．いったいどこがいけないのか，

それは第2.6節で種明かしをいたします．

付録 1A 3次元平面波への拡張

第1.5節の議論を 3次元空間に拡張するには，

3次元フーリエ変換，逆変換公式 9)

f(r) = (2π)−3/2
∫
F (k′)e−ik

′·rdk′, (1A.1)

F (k) = (2π)−3/2
∫
f(r)eik·rdr (1A.2)

を使います．3次元空間の波数ベクトルk方向に

進む平面波 ψE =(2π)−3/2eik·rにつき，内積

(ψE′ , ψE) = (2π)−3(eik
′·r, eik·r)

= (2π)−3
∫
ei(k−k′)·rdr = δ(k−k′) (1A.3)

が導けます．なお，式 (1A.1)で k′を rに，rを k

に置き換えると

f(k)= (2π)−3/2
∫
e−ik·rF (r)dr=(ψE , F ) (1A.4)

と書け，フーリエ変換は自由運動固有関数の完全

系による波動関数 F (r)の展開係数，F (r)の運動

量成分分布，あるいは座標表示から運動量表示

への変換という意味をもちます（第8.2節）．
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第 1章 文献・注

1) 江沢洋 [1], §6.3.
2) B.H.Bransden and C. J. Joachain [4], §2.2.
3) L. I. Schiff [5], §10.
4) 江沢洋 [1], §7.3.
5) B.H.Bransden and C. J. Joachain [4], §2.1.
6) L. I. Schiff [5], §11.
7) 吉田耕作，加藤敏夫, 大学演習応用数学 I (裳

華房, 1961), 第3章.

8) C. Cohen-Tannoudji et al. [10], Appendix II.

9) C. Cohen-Tannoudji et al. [10], Appendix I.

10) フーリエ変換の定義は指数関数の肩の係数

が文献により多少違うが，これは本質的な違い

ではない．なお，反転公式が成り立つF (k)につ

いての詳しい条件はここでは省略する．

11) C. Cohen-Tannoudji et al. [10], §II.D.

2 ハミルトニアンはエルミートか?

－ 世に散乱現象はあり得ない !

2.1 エルミート性は要請すべきものか?

量子論の物理量はエルミートという性質をも

つ演算子で表されると言います．1, 2) エルミート

演算子が表す物理量を測れば実数値を得るから，

物理量演算子にはエルミート性を要請すべきだ

とする教科書を散見します．2) 非エルミートで

も実数観測値を得る可能性を吟味しない安易な

発想ですが（第2.2節），物理量演算子のエルミー

ト性が量子力学の理論展開の諸場面で駆使され，

重要な結果がいろいろ導かれることは事実です．

ところが，散乱理論で当然のようにハミルト

ニアンのエルミート性を使うととんでもない間

違いを犯すことがあります．例えば，どんなポ

テンシャルによっても決して散乱なぞ起こらな

いことが証明されてしまいます（第2.3節）．これ

はいったい何を意味しているのでしょう ? 衝突

論の世界では量子力学の基本原理，物理量演算

子のエルミート性が崩れてしまうのでしょうか ?

散乱現象は量子論では扱えないのでしょうか ?

2.2 実数観測値からの帰結

　第1章で内積

(ϕ, ψ)=

∫
ϕ∗ψdτ=

(∫
ψ∗ϕdτ

)∗
=(ψ, ϕ)∗ (2.1)

を議論しました．本章ではψか ϕに演算子Âを

施した内積 (ϕ, Âψ)，(Âϕ,ψ)を調べます．

まず，Âが何らかの実数定数か実数関数Aをか

ける演算とします．するとA∗=Aで，また単純

なかけ算はどんな順番で行っても構わないので∫
ϕ∗(Aψ)dτ =

∫
Aϕ∗ψdτ =

∫
(Aϕ)∗ψdτ，(2.2)

(ϕ, Âψ) = (Âϕ, ψ) (2.3)

が成り立ちます．式 (2.1)を使えばこれと同等な

(ϕ, Âψ) = (ψ, Âϕ)∗ (2.4)

も得られます．複素数定数や複素数関数をかける

演算では一般に式 (2.3)，(2.4)は成り立ちません．

一般の演算子Âにつき，どんなϕ，ψに対して

も式(2.3)のようにÂが施される位置を移して

も内積は変わらず，式(2.4)のようにϕとψを交

換すると元の内積の複素共役になるなら，Âは

エルミート（Hermitian），または自己共役（self-

adjoint）だと言います．1−3) 実数定数や実数関数

をかける演算子はエルミートです．エルミート

性は「実数」関数のかけ算の拡張概念と言えます．

規格化された波動関数ψで表される多数の同

等な物理系につき演算子Âの物理量を測定する

とその値（当然，実数値）は系により異なり，平均

値は⟨Â⟩ψ≡⟨ψ, Âψ⟩となります．式(2.4)でϕ=ψ

とすれば，Âがエルミートなら⟨Â⟩ψが実数だと
分かるので，物理量演算子にエルミート性を「要

請」してつじつまを合わせてしまいがちです．2)

でも，これはいささか不必要に強引です．実は，

逆に⟨Â⟩ψが実数でなければならないというごく
当り前な物理的要請さえすれば，Âのエルミート

性を理論的に帰結できるのです（付録2A）．1)

エルミートなÂの測定値にバラつきが全くな

いという条件をψに課せば，固有値方程式 Âψn

=αnψnが導けます．1) 固有値αn=(ψn, Âψn)が

必ず実数であることも直ちに分かります．

測定値が全エネルギーになる演算子であるハ

ミルトニアンももちろんエルミートです．1, 2) た
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だし，理論的な拡張として複素数物理量や非エ

ルミート演算子を「仮定してみたらどうなるか」

という上級編はありで（第3.6節，第9章），興味

深く，役に立つ結果がいろいろ導けます．

関数列ψi (i=1, · · · , N)によりAij=(ψi, Âψj)

としてN×N行列Aを定義すれば，式(2.4)は関

係式Aij=A
∗
jiと同等です．すべての要素がこの関

係を満たす行列をエルミート行列と呼びます．4)

エルミート行列Aはエルミート演算子Âの一つ

の行列表現です．エルミート行列の固有値がす

べて実数であることも簡単に証明できます．4)

2.3 散乱現象非存在定理

ポテンシャル場による粒子の散乱を考えます．

ハミルトニアンĤは運動エネルギー演算子 T̂ と

ポテンシャル演算子 V̂ の和で表されます：

Ĥ = T̂ + V̂ . (2.5)

散乱境界条件を満たす正しい波動関数 ΨE とそ

の入射平面波部分 ΦE は波動方程式

ĤΨE = EΨE , T̂ΦE = EΦE (2.6)

を満たします．Eは全エネルギーです．

散乱振幅 fE は一般にΨE と ΦE で

fE ∝ (ΦE , V̂ΨE) = (ΦE , [Ĥ− T̂ ]ΨE) (2.7)

と書けることが知られています．5−7) 式 (2.6)に

基づきこれを変形すると

fE ∝ (ΦE , [E− T̂ ]ΨE) = ([E− T̂ ]ΦE ,ΨE)

= (0,ΨE) = 0 (2.8)

となります．ここで V̂ の具体形は全く使ってい

ませんから，どんなポテンシャル場のもとでも

決して散乱は起こり得ないとの定理が証明され

ました．えッ，そんなバカな…．

いったいこの証明のどこがまずいのでしょう?

式(2.7)は良く知られた散乱理論の基本公式で，

疑う余地はありません．式 (2.8)でエネルギーE

と自由運動のハミルトニアン T̂との差がエルミー

トだとの事実を使いました．量子論の常識とし

てこれにも問題はないはずです（第2.2節）．

2.4 エルミート性の破れ

少し別の角度から眺めましょう．球対称ポテン

シャルによる質量m，運動量 h̄kの粒子の部分波

散乱を調べます．動径運動エネルギー演算子 T̂r

=−(h̄2/2m)d2/dr2，および粒子の全エネルギー

E= h̄2k2/2mにより演算子 L̂を定義します：

L̂ ≡ 2m

h̄2
(E− T̂r) =

d2

dr2
+ k2. (2.9)

r=0でゼロになる動径波動関数で，さらに

ϕ(r)∼ sin kr, ψ(r)∼ cos kr (2.10)

という漸近形をもつ ϕ，ψを例に取り，式(2.3)の

両辺の差を Â= L̂につき計算します．実はそれぞ

れの積分を実際に計算しなくても，差を取れば，

付録2Bの式(2B.2)と漸近形(2.10)から

(ϕ, L̂ψ)− (L̂ϕ, ψ) = [ϕ∗ψ′−ϕ∗′ψ]r→∞ (2.11)

=
[
−k sin2kr−k cos2kr

]
r→∞ = −k (2.11a)

と，関数 ϕ(r)，ψ(r)の具体形がどうであろうと，

ゼロでない値になることが分かります．

どんな ϕ，ψに対しても式(2.3)，(2.4)が成り立

てばÂはエルミートです．式(2.3)，(2.4)を満た

さない ϕ，ψの組が一つでもあれば非エルミート

なので，式(2.11a)は L̂が，つまりE−T̂rが非エ
ルミートなことを表します．これが原因で，E−T̂
もE−Ĥ も非エルミートになるのです．
というわけで，前節の奇妙な結論はE− T̂ に
エルミート関係式を使ってしまったことが原因

だったのです．ΦE，ΨE につき式 (2.11a)のよう

な項が残るために式 (2.3)，(2.4)が破綻してしま

うことに気付かなかったのです．

私のD論のテーマ，散乱の位相のずれに対す

るコーン（Kohn）の変分法を自力で導こうとして

E− Ĥ のエルミート性を使ってしまい，うまく
いかずにしばし悩みました．誤りに気づいてか

ら手もとの教科書を調べても，どこにもこの問

題を注意喚起してないのが不思議でした．

有限区間ではどんな事情になっているのでしょ

うか．例として，内積(u, v)を動径変数の有限区

間 0≤r≤Rでの積分(u, v)Rに置き換えて試して
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みます．すると，式(2.11)は

(ϕ, L̂ψ)R − (L̂ϕ, ψ)R =
[
ϕ∗ψ′−ϕ∗′ψ

]
r=R (2.12)

になることが式(2B.2)から分かります．この半

径Rの球面上での値（表面項と呼びます）は一般

にゼロでなく，有限区間ではエルミート性が破

れます．例えば，全座標空間を有限領域とその残

りに別けて扱うR行列理論にはこの破綻が当然

現れます．そこで，やっかいな表面項を人為的

に取り去ってハミルトニアン行列をエルミート

化し，扱いやすくしています．その人為的操作

のおつりはもちろん理論的に正しく処理し，全

体として元々のシュレーディンガー方程式に全

く矛盾しない定式化になっています．

2.5 固有関数展開はいつできるのか?

連続状態では教科書に反してハミルトニアン

Ĥ が非エルミートだという事実，また有限領域

に閉じ込められた系には離散状態しかないはず

なのに，有限領域でも Ĥがエルミート性を失う

ことをどう理解すればよいのでしょう．

演算子はその演算手順，例えば Â= d/drを指

定するだけでなく，どんな種類の関数に施すの

か（これを Âの定義域と呼びます）を明確にして

初めてその性質をしっかり議論できるのです．束

縛状態型関数に施されるハミルトニアンと連続

状態型関数に施されるものとは同じ形でも性質

が違い，前者はエルミートでも後者は違うと理

解できます．物理の教科書でははっきり断らず

に前者だけ議論していることが多く，後者に注

目する本章と矛盾するように見えるのです．

演算子の定義域の指定で重要なのが関数の境

界条件です．有限区間 0≤r≤Rに限定した動径
波動方程式を考えましょう．その固有関数 ψi(r)

には当然の条件 ψi(r=0)= 0に加え，境界条件

ψi(r=R) = 0 (2.13)

または

r=Rで d(logψi)/dr=ψ
′
i/ψi=実数定数 (2.14)

（外側の境界で対数微分が一定）をふつう要請し

ます．これを満たす関数全体を定義域とするハ

ミルトニアンĤの固有値問題を解くのです．

なぜこんな境界条件を課すのでしょう? 1次

元の周期ポテンシャルなら，条件(2.14)を1区間

の両端で共通に満たす波動関数は隣の区間へ滑

らかに繋げます．でも，いまは動径変数の単一区

間を考えています．実は，境界条件(2.13)または

(2.14)を満たすψiの1次結合はすべてψiと同じ

境界条件を満たし，このĤの定義域に入るので，

同じ定義のĤをこれら1次結合に自由に施せる

利点が(2.13)や(2.14)にはあるのです．

さらに，もう一つ好都合な事情があります．ϕ

もψも式(2.13)を満たせば式(2.12)はゼロになり

ます．ϕもψも同じ定数で条件(2.14)を満たせば

r=Rで ϕ∗′/ϕ∗= ϕ′/ϕ= ψ ′/ψで，やはり式(2.12)

はゼロです．いずれにせよ，Ĥはエルミート関係

式(2.3)，(2.4)を満たし，定義域内ではĤはエル

ミートで，固有値はすべて実数です．これが境

界条件(2.13)，(2.14)の第二の利点です．しかし，

区間 0≤r≤Rの勝手な関数，境界条件の異なる
関数では式(2.12)は一般にゼロでなく，エルミー

ト関係式は満たされません．

ハミルトニアンの固有関数 ψi全体は完全系を

成すと言います．ということは，区間 0≤r≤R
での勝手な関数φが

φ =
∑
i

ciψi (2.15)

と固有関数展開できると考えられます．ただし，

1次結合φは必ずψiと同じ条件(2.13)か (2.14)を

満たすのですから，逆に，境界条件が違うφ，

Ĥの定義域をはみ出すφは，端点 r=R では式

(2.15)のように書けません．r<Rでの展開(2.15)

で極限 r→Rを取ればφ(R)になるのですが，端

点で突然，値が跳んでしまうのです．

無限区間は少しやっかいです．束縛状態型

（規格化可能）関数φ全体は数学でヒルベルト

（Hilbert）空間と称するある種の関数集団の一例

を成し，各φはハミルトニアンの固有関数であ

る離散状態ψiと連続状態ψE全体で作られる完全

系で展開できます．このとき，連続状態につい
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ては式(2.15)の和を積分と解釈し，固有関数の規

格直交性もデルタ関数に基づいて解釈し直す必

要があります．束縛状態型でない一般の関数に

ついてはこの展開は保証されません．

2.6 固有関数の直交性：前章の宿題

同じハミルトニアンĤの二つの固有関数はそ

の固有値が異なれば直交すると第1.6節で証明し

ました．他方，この証明に反して連続状態波動

関数は直交しないことを指摘しました．事情は

もうお分かりですね．式(1.14)の導出に使ったĤ

のエルミート性が連続状態では破れるのです．

一方，無限区間での積分が心配なら，大きな

有限区間での積分につき式(1.14)を示し，積分

領域を広げたその極限として無限区間での直交

性を導けるだろうと述べました．実際，境界条

件(2.13)か (2.14)を満たす固有関数の間ではエル

ミート関係式(2.3)が成り立ち，第1.6節の証明

が保証されます．ただ，第1.3節で述べたように，

いかに大きくとも有限サイズの箱に閉じ込めれ

ば無限区間とは異なる事情が生じます．有限区

間の離散状態からの単純な無限極限として連続

状態を扱う発想は全く間違いなのです．

なお，第1.6節の導出は，必ずしもハミルトニ

アンでなくとも，勝手なエルミート演算子の固

有関数の直交性に適用できる証明法です．

2.7 いつエルミートなのか?

演算子ÂがハミルトニアンĤのとき，無限空

間では ϕ，ψのどちらか一方でも束縛状態型なら

エルミート関係式(2.3)，(2.4)が成り立ちます．両

方とも連続状態型なら一般に式(2.3)，(2.4)の積

分は決まった値をもちません．これは内積(ϕ，ψ)

の事情と似ています．ϕ，ψの一方でも束縛状態

型ならこの内積は関係式(2.1)を満たす決まった

値をもちますが，両方とも連続状態型なら一般

に値が決まりません．なお，第2.4節で紹介した

演算子 L̂の非エルミート性の議論は，実は，ハ

ミルトニアンとエネルギーとの組み合せにより，

境界条件(2.10)を満たす関数についてなら積分

(ϕ，̂Lψ)，(L̂ϕ，ψ)がしっかり決まるというかなり

特殊なケースを扱っていたのでした．

区間 0≤r≤Rに閉じ込めた動径波動関数では，
ϕ，ψとも r=Rでゼロか，対数微分(2.14)が共通

の実数ならエルミート関係式(2.3)，(2.4)は成り

立ちます．その極限として r→∞でϕ∗′/ϕ∗→ψ′/ψ

なら無限区間でも成り立ちます．

以上，すべて式 (2.11)，(2.12)の表面項ϕ∗ψ′

−ϕ∗′ψが消えるか否かにかかっています．

動径変数ではなく，例えば座標x,y,zの有限区

間ならば，その下限で波動関数が必ずゼロとは

限らないので，式(2.3)，(2.4)の保証には下限で

の表面項もゼロとの要請が必要です．

変数がいくつもある多体系でも，各距離変数

について表面項を調べれば，ここまでの話と同

じような議論が成り立ちます．

運動量演算子

p̂α = −ih̄∂/∂α (α= x, y, z, r) (2.16)

については，式(2.12)に相当する関係式

(ϕ, p̂rψ)R− (p̂rϕ, ψ)R =−ih̄ [ϕ∗ψ]r=R (2.17)

などが得られます．ここでϕかψが r=Rでゼロ

なら右辺はゼロで，p̂rはエルミート関係式(2.3)，

(2.4)を満たします．無限空間では，ϕかψが束縛

状態型なら式(2.3)，(2.4)を満たしますが，両方

とも連続状態型なら一般には満たしません．微

分演算子には気を付けなければいけません．

入門的教科書にはほとんど指摘がないものの，

連続状態の理論は束縛状態と相当違うくせ者で

あることを第1，2章で述べてきました．ある証

明に使った仮定，前提が今の場合にも本当に当

てはまるのか，常に注意を払うことが大切です．

付録 2A 証明：物理量演算子はエルミート

教科書によっては，物理量演算子Âにエルミー

ト性を要請することにより勝手な規格化波動関

数χに対する期待値 ⟨Â⟩χ=⟨χ, Âχ⟩が実数にな
るようにしています（第2.2節）．2) しかし，逆に

⟨Â⟩χが必ず実数であるという物理的にごく自然

24



な要請をすれば，その帰結としてÂのエルミー

ト性が簡単に導けることをここで示します．1)

χが二つの状態の重ね合わせϕ+ψだとすると，

⟨Â⟩χ=⟨Â⟩ϕ+⟨Â⟩ψ+⟨ϕ, Âψ⟩+⟨ψ, Âϕ⟩，

⟨Â⟩∗χ=⟨Â⟩∗ϕ+⟨Â⟩∗ψ+⟨ϕ, Âψ⟩∗+⟨ψ, Âϕ⟩∗.

この両式は左辺も右辺第1，2項も等しいので，

⟨ϕ, Âψ⟩+⟨ψ, Âϕ⟩= ⟨ϕ, Âψ⟩∗+⟨ψ, Âϕ⟩∗. (2A.1)

ψは勝手な関数なのでこれを iψに置き換えれば，

⟨ϕ,Âψ⟩−⟨ψ,Âϕ⟩=−⟨ϕ,Âψ⟩∗+⟨ψ,Âϕ⟩∗. (2A.2)

式(2A.1)，(2A.2)を辺々加え合わせれば

⟨ϕ, Âψ⟩= ⟨ψ, Âϕ⟩∗, (2A.3)

つまり，式(2.4)が勝手なϕ，ψについて成り立ち，

Âはエルミートであると証明されました．

付録 2B 積分の差と表面項

動径変数 rの関数 f，gにつき部分積分公式∫ a

0
f ′g dr = [fg]a0 −

∫ a

0
fg′dr (2B.1)

で f =ψ′，g=ϕ∗とした式とψ，ϕ∗を交換した式∫ a

0
ψ′′ϕ∗dr =

[
ψ′ϕ∗

]a
0 −
∫ a

0
ψ′ϕ∗′dr,∫ a

0
ϕ∗′′ψdr =

[
ϕ∗′ψ

]a
0 −
∫ a

0
ϕ∗′ψ′dr

の差を取り，境界条件 ϕ(0)=ψ(0)=0を使うと∫ a

0

[
ϕ∗L̂ψ− (L̂ϕ)∗ψ

]
dr =

∫ a

0

[
ϕ∗ψ′′−ϕ∗′′ψ

]
dr

=
[
ϕ∗ψ′−ϕ∗′ψ

]a
0 =

[
ϕ∗ψ′−ϕ∗′ψ

]
r=a (2B.2)

と，最左辺の積分（L̂は式(2.9)で定義）は最右辺

の関数の積分上限での値（表面項）で表せます．

第 2章 文献
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7) L. I. Schiff [5], §37.

3 非弾性散乱だけ起こることはない

－流れの保存と非保存

3.1 散乱は入射波を削らないのか?

　ポテンシャル散乱の量子論を学び始めたとき，

大きい有限な動径距離 rでの波動関数の漸近形*1

ψ(r) ∼ exp(ikz) + f(θ,ϕ)r−1 exp(ikr) (3.1)

に皆さん，大いに悩んだことでしょう．第1項は

散乱がないときの入射平面波です．散乱が起こる

と第2項の球面波が忽然と生じ，その振幅f(θ,ϕ)

が微分断面積 |f |2を与えます．その散乱は入射波
の一部が弾き飛ばされて起こるはずなのに，入

射波は何ら変わっていません．散乱の分，入射

波が削り取られてなんかいないじゃないですか !

散乱波はいったいどこから湧き出たんですか ?

これは粒子数保存の問題でしょう．しかし，散

乱の量子論では粒子群の流れを波動関数が表し，

粒子数保存に相当する概念は確率の流れの保存

という形で導かれます．その観点から，漸近形

(3.1)に問題はないのでしょうか ?

ポテンシャル場による散乱では弾性散乱しか

起こりませんが，一般の衝突過程ではエネルギー

条件が許せば非弾性散乱も起こり得ます．する

と入射ビームは衝突後，弾性散乱，非弾性散乱，

非散乱の三成分に別かれます．これらの流れの

総和が入射流量に等しければ，どんな別かれ方

でも構わないはずです．ところが，非弾性散乱

が起こるときには弾性散乱が決してゼロにはな

らない，ゼロになれば流れの保存則が破れてし

まうという不思議な事実があります (第3.2節)．

流れの保存はいつでも必ず成り立つのでしょ

うか ? 例えば，陽電子は電子と出会えば対消滅

してしまいます．そうすれば，陽電子衝突で入

射陽電子ビームの流れは保存されないはずです．

陽電子消滅は非相対論的量子論の現象ではない

のだから，流れの保存則が出てきてしまうシュ

レーディンガー方程式で記述しようとすること

自体，無謀な試みだということでしょうか ?

*1漸近形を r→∞と簡便表記することもあり，無限大極限と勘違いする初学者もときにいます．
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流れの保存則を理論的に導くには何か前提条

件が必要なのでしょうか ? もしそうなら，その

条件を故意に破ってみたら新しいことが分から

ないでしょうか ? 例えば，陽電子消滅を非相対

論的量子論の枠内で表せないでしょうか ?

この章ではこれら流れの保存則にまつわるい

くつかの話題を取り上げます．

3.2 非弾性散乱は必ず弾性散乱を伴う

球対称ポテンシャル V(r)による散乱を考えま

しょう．角度方向の力は働かないので，角運動

量量子数 lは保存され，各部分波 lは他の部分波

と混ざりません．各動径波動関数の漸近形は二

つの独立な漸近的自由運動波動関数の1次結合

ϕl(r) ∼ e−i(kr−lπ/2) − Sle
+i(kr−lπ/2) (3.2)

で表せます．その物理的意味は，単位振幅の内向

き球面波 e−i(kr−lπ/2)が遠くから場V(r)の中心に

向かって入射すると，外向き球面波 e+i(kr−lπ/2)

が振幅 Slで遠くへ出て行くということです．こ

の振幅を散乱行列，S行列と呼びます．

確率の流れは保存するという一般則（第3.3節）

のため，内向き波が単位振幅で入ってくれば，外

向き波も必ず単位振幅で出て行くので，|Sl|=1

です．そこで，パラメータ δlを導入して

Sl = exp(2iδl) (3.3)

と書いてみると，式(3.2)は eiδl [e−i(kr−lπ/2+δl)

− e+i(kr−lπ/2+δl)]となり，sin(kr−lπ/2+δl)に比
例します．原点での境界条件を満たす自由運動

動径波動関数の漸近形は sin(kr−lπ/2)に比例す
ることが知られているので，1−3) 散乱が起こらな

ければ δl=0，Sl =1であることが分かります．δl
は散乱により初めて起こる動径波動関数の漸近

的位相のずれで，Slの 1からのずれが散乱効果

を表します．実際，部分波散乱振幅は Sl −1に

比例し，部分波断面積 σlは

σl∝|Sl−1|2= |eiδl(eiδl−e−iδl)|2=4 sin2δl (3.4)

と書けます．1, 2)

もしも非弾性散乱が起こればそのチャネルに

確率の流れの一部が奪われ，|Sl|<1となります

（第3.6節最後参照）．そんなSlは絶対にSl−1を

ゼロにできず，式 (3.4)の部分波断面積をゼロに

できません．非弾性散乱が起こるなら必ず弾性

散乱も起こるのです．4−7) そうです，非男性産卵

があるならば，必ず男性産卵もあるはずです !?

非弾性散乱の標準的理論，緊密結合法（チャネ

ル結合法）をご存じの方はこれに異議があるかも

知れません．本来，弾性散乱しか扱えないはず

のポテンシャル散乱理論で強引に |Sl|<1として

非弾性散乱効果を表したふりをしているだけで

はないかと．そこで，少し補足しておきます．

チャネル間結合は単位振幅内向き波が入るチャ

ネル iと違うチャネル jにも外向き波を生み，そ

の振幅をSjiとして多チャネルS行列の第 i列Sji

(j=1, 2, · · ·)が定義されます．チャネル iに入った

流れが全チャネルの外向きの流れで保存される

には
∑
j |Sji|2=1でなければなりません．ゼロで

ない振幅の外向き波がたとえ一つの非弾性チャ

ネル j（̸=i）にでもあれば，必ず |Sii|2<1となり

ます．Siiは内向き波と同じチャネルに出る外向

き波の振幅ですから，弾性散乱断面積（または

そのある部分波成分）σel は |Sii−1|2 に比例し，
|Sii|2<1なら必ずσel>0になるのです．

3.3 流れの保存則

質量mの粒子につき，運動量ベクトル演算子 p̂

=−ih̄∇と「速度」演算子 v̂=p̂/m，8) 運動エネル

ギー演算子 T̂=p̂2/2m=−(h̄2/2m)∆，ポテンシャ

ル V (r, t)，ハミルトニアン Ĥ を扱います．時間

依存シュレーディンガー方程式

ih̄
∂Ψ

∂t
= ĤΨ = (T̂ +V )Ψ (3.5)

の「規格化された」解Ψ(r, t)で決まる二つの量，

P (r, t) = |Ψ(r, t)|2， (3.6)

j(r, t) = (Ψ∗v̂Ψ−Ψv̂Ψ∗)/2 (3.7)

を考えましょう．P (r, t)は確率密度を表し，体積

の逆数の次元をもちます．j(r, t)は確率の流れの

密度，あるいは流束（フラックス）と呼ばれる，散
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乱理論で基礎的な物理量で，[速度]/[体積]の次元

をもちます．つまり，単位時間，単位面積当りの

量です．一般に，流束はある面を垂直に横切る

粒子，質量，エネルギーなどの流れを単位時間，

単位面積当りの強さで表したものです．9)

連続状態波動関数は規格化できません．でも，

これを大きな箱に閉じ込めて規格化すれば，第

1，2章で述べたような困難なしに確率密度や流束

を扱えます．このとき，規格化定数は箱のサイズ

に依存し，極端に小さくなりますが，ふつう，流束

の絶対値は問題になりません．例えば，式 (3.1)で

は散乱球面波と入射平面波の振幅の比が重要で，

全体にどんな定数係数をかけても散乱現象に変

わりはないので最も単純な係数を採用します．

式 (3.7)がなぜ流束なのか考えるため，ある勝

手な閉じた空間 V 内の全確率の時間変化を調べ
ます．10−13) 方程式 (3.5)によりΨの時間微分は

ハミルトニアンの演算に置き換えられ，

∂

∂t

∫
V
P (r, t)dr =

∫
V

(
Ψ∗∂Ψ

∂t
+Ψ

∂Ψ∗

∂t

)
dr

= −(i/h̄)

∫
V
[Ψ∗(ĤΨ)−Ψ(ĤΨ)∗]dr

= QT (t)+QV (t). (3.8)

QV (t)はポテンシャルV による部分

QV (t) = −(i/h̄)

∫
V
[Ψ∗(VΨ)−Ψ(VΨ)∗]dr

= (2/h̄)

∫
V
(ImV )P (r, t)dr (3.9)

です．V は実数関数のはずだと考えるとその虚

部 ImV はゼロ，したがって，QV (t)もゼロです．

運動エネルギー演算子 T̂による部分QT (t)は付

録3Aで変形してあり，その結果 (3A.2)を式 (3.8)

と比べれば，被積分関数同士の等式
∂

∂t
P (r, t) = −∇· j(r, t) (3.10)

を得ます．10−13) これは湧き出しも吸い込みもな

い密度P，流束 jの流体で良く知られた「連続の

方程式」，「流れの保存則」と同じ形をしています．

そこで，jを確率の流束ベクトル，確率の流れの

密度と解釈してよかろうというわけです．10−13)

ただ，j(r, t)は正確には測れません．12) 確率密

度 P (r, t)を決めるには独立な多数の粒子につき

rを測ればよいのですが，j(r, t)を決めるには位

置と運動量を同時に正確に測らねばならず，不

確定性原理に反するからです．でも，j(r, t)が位

置の変化とともにゆっくり変わるなら十分な精

度で決めることができます．j(r, t)が流束として

の物理的意味をもつにはこの条件が必要です．

ハミルトニアンがエルミートなら式 (3.8)，第

2行の積分はゼロですが，これは大間違いだと前

章で述べました．この積分は付録2Bで扱った動

径関数ϕ∗ψ′′−ϕ∗′′ψの積分に似ています．そこで
示した積分差を表面項で表す手法を体積積分に

焼き直せば，つまり，部分積分により体積積分

を表面積分に変えるグリーン（Green）の定理を

式 (3A.2)の右辺に適用すれば，式 (3.8)より

∂

∂t

∫
V
P (r, t)dr = −

∫
S
jn(r, t)dS (3.11)

を得ます．10−13) 右辺の積分は領域Vを囲む表面
S全体に亘り，jnはベクトル j(r, t)の各面積素片

dSに立てた外向き法線方向の成分です．右辺の

負号に注意すれば，表面Sを通って領域Vに入っ
てくる正味の流れ全体が V 内の確率の増加率に
等しいという「確率の流れの保存則」を式(3.11)

は表します．これと同等な式(3.10)も流れの保存

則を意味することは上で述べた通りです．

ポテンシャルVが時間非依存なら，波動方程式

Ĥψ(r)=Eψ(r)を満たすψ(r)を使い定義された

Ψ(r, t) = ψ(r)e−iEt/̄h (3.12)

が時間依存波動方程式 (3.5)を満たすことは

ih̄∂(ψe−iEt/̄h)/∂t=Eψe−iEt/̄h= Ĥψe−iEt/̄h

から明らかです．このとき P (r, t)= |ψ(r)|2 で，
これは時間に依らないので，式 (3.10)も (3.11)も

ゼロです．したがって，流れの保存則から，「時

間非依存のどんな実数ポテンシャルのもとでも，

波動関数が表す確率の流れは，どの場所のどん

な大きさのどんな形の空間領域でも，その中に

入る流束とそこから出る流束は全体として常に

平衡を保ち，差し引きゼロである」と言えます．

波動関数 (3.12)の時間因子は流束の式 (3.7)で

も消え，Ψ(r, t)をψ(r)に置き換えることができ，

j(r, t)を j(r)と書けます．
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3.4 散乱波はどこから湧き出たか?

最初の疑問に戻ります．散乱波はどこから湧

いて出たのか，それは流れの保存則を破らない

のか．実は第0.10節で基本的な考え方は述べま

した．ここでは波動関数が表す流束 j(r)の式に

基づいてこれを詳しく調べます．漸近形(3.1)を

式(3.7)に代入すると流束は三つの項に別れます．

Ψ(r, t)，Ψ∗(r, t)の，つまりψ(r)，ψ∗(r)の入射波

部分から生じる jinc(r)，散乱波から生じる jsc(r)，

そして二つの波の干渉による jint(r)です．

jinc(r)を計算すると，平面波の進行方向を向く

単位体積当り大きさ h̄k/m（これを以後，vと書

きます8)）のベクトルになります．

ここで，大きな有限半径 rの球面Sを考えます．
その上を法線方向に出ていく jsc(r)の動径成分

j scr (r)は，rの負べきr−nの高次項を無視すると

j scr (r) = (v/r2)|f(θ,ϕ)|2 (3.13)

となります．また，干渉項の動径成分 j intr (r)は

j intr (r) = (v/r)(2−ξ)Re [f(θ,ϕ)eikrξ] (3.14)

が主要項です．14, 15) ここで ξ ≡ 1− cosθ，また

Reは [ ]内の実部を取るという意味です．

散乱によって生まれた流れが微小立体角dωを

見込む S上の微小面積dS= r2dωを通る量 dσph

は単位入射流束当り dω当り

dσph

dω
=
r2[j scr (r)+j

int
r (r)]

|jinc(r)|
=
dσsc

dω
+
dσint

dω
(3.15)

です．これを「物理的」微分断面積と呼びましょう．

これは原理的に別々に測定できない，単に数式上

区別した2成分，散乱波による第1項（dσsc/dω）

と干渉による第2項（dσint/dω）の和になります．

しかし，j intr (r)の指数関数の肩は純虚数で大

きな r がかかり，θ がわずかに変化するだけで

j intr (r)は激しく振動するので，狭い θ の範囲で

平均してもゼロになります．現実の測定ではこ

の激しい振動を追うことはできず，j intr (r)の観測

値は事実上ゼロになります．例外は krξ が小さ

いところ，例えば 1>krξ≃ krθ2/2 のときで，

θ < θ int ≡ (kr)−1/2 (3.16)

ほどの極めて小角では干渉項を無視できません．

しかし，それより大きな散乱角では

dσph

dω
≃ dσsc

dω
=
r2

v
j scr (r) = |f(θ,ϕ)|2 (3.17)

としてよいでしょう．この dσsc/dωを通常，単に

（弾性散乱）微分断面積と称します．散乱流の観

測点 rをいかに遠くしても，式 (3.17)が使える

ためには必ず θ≃ 0が除外される点14, 16−18)は重

要なので，次章でさらに詳しく論じます．平面

波と球面波の干渉が θ≃ 0でしか見られないのは

平面波が前方 (θ=0)にしか出ないからです．

時間非依存ポテンシャルなら，どんな空間で

あれ，出入りする流れは正味ゼロだと前節で示

しました．一様な入射流束 jinc(r)だけなら明ら

かにこの保存則を満たすので，球面Sを通る流
束全体の出入りがつり合うには，散乱項 jsc(r)と

干渉項 jint(r)の球面Sに亘る積分が打ち消し合
わねばならず，したがって，式 (3.15)を全立体

角に亘り積分した「物理的」積分断面積は必ず

σph=σsc+σint=

∫
S

j scr (r)+j
int
r (r)

v
dS=0 (3.18)

を満たします．球面Sをいかに大きくしようが，
r→∞としようがこれは成り立ちます．
干渉項が効くのは θ≃ 0 (ξ≃ θ2/2)だけなので

式(3.14)で f(θ,ϕ)は f(θ=0)で置き換えてよく，

さらに，dS = r2dω = 2πr2 sin θdθ ≃ 2πr2dξ，

2−ξ≃ 2なので，球面Sから出る干渉項の流束は∫
S
j intr (r)dS = −4πh̄

m
Imf(θ=0), (3.19)

散乱項(3.13)のSから出る流束は∫
S
j scr (r)dS= v

∫
|f(θ,ϕ)|2dω=

h̄k

m
σsc (3.20)

と積分されます．

流れの保存則 (3.18)が表していることは，入

射流束がθ≃ 0の負の干渉項 (3.19)により減らさ

れて通常の積分断面積σscを形作る四方八方への

散乱の流れ(3.20)に充てられているということ，

散乱が起ころうが起こるまいが，どんな散乱が

起ころうが，球面Sを出入りする正味の流れに
変わりはないということです．3, 14, 15)
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3.5 光学定理の物理的含蓄と拡張

流れの保存則(3.18)，つまり，(3.19)+(3.20)

= 0から直ちに導かれる関係式

σsc=

∫
f(θ,ϕ)f∗(θ,ϕ)dω=

4π

k
Imf(θ=0) (3.21)

を光学定理と呼んでいます．右辺の前方干渉流

が入射流束を削り取って左辺の散乱断面積を作

り出すことを表す流れの保存則の一表現で，物

理的に含蓄のある定理です．

球対称場での光学定理は，全断面積 σsc と散

乱振幅 f(θ)を部分波ごとに位相のずれで表す式

を比べれば確認できます．1−3, 15, 19) でも，その確

認だけでは単に数式上の関係が知れたというに

過ぎません．その関係がより一般的な流れの保

存則の帰結なのだという理解が大切です．また，

非球対称場，さらに非弾性散乱や反応（構成粒子

の組替え）が起こる場合でも，式(3.21)の σscを

全過程の断面積の総和 σtotに置き換え，弾性散

乱振幅をf(θ)とした拡張光学定理が流れの保存

則から導けます．20) この場合，断面積は位相の

ずれでは表せないので，流れの保存から導くし

かないですし，それこそが物理の本質です．

これがなぜ「光学」定理なのか説明してある教

科書をまず見ません．そこで，歴史的事情を少し

述べます．21) 実は，これに相当する波動光学の式

をレーリー（Rayleigh）卿がすでに 1871年に示し

ており，1908年に光の散乱理論の発展を踏まえ，

ミー（Mie）がより明確な表式に表しました．光

の散乱波ψ(r)の漸近形(3.1)が表すエネルギーの

流れ（∝|ψ|2）を論じたファンデフルスト（van de

Hulst）による導出法は物理的示唆に富みます．22)

標的の正面遠方 zに置かれた半径Rの円形スク

リーンA全体に当たる光は，小角散乱 θ≪1，つ

まりR≪ zの条件で，かつ主な回折ピークをす

べて捉えるくらい大きな半径R2≫ (2π/k)zを考

えると，
∫
A|ψ|2ds≃ πR2− (4π/k) Imf(θ=0)と

計算されます．22) 第1項は標的がない（平面波の

みの）ときの量ですから，第2項が散乱と吸収に

よる減衰を表し，正に式(3.21)を示しています．

散乱理論の分野では，これと全く独立に，球

対称場での式(3.21)をフィーンバーグ（Feenberg）

が示しましたが23) (received 8 September 1932,

published 1April 1932;タイムマシーン!)，当時，

ほとんど注目されなかったようです．

1943年にはハイゼンベルグ（Heisenberg）が流

れの保存則と同等な S行列のユニタリー性から，

波数ベクトルが k→k′と変わる一般の散乱角の

弾性散乱振幅 f(k′,k)につき，関係式∫
f(k′,k′′)f∗(k′′,k)dω′′=(4π/k) Imf(k′,k) (3.22)

を導きました．24) ここで，積分変数ω′′はk′′の角

度部分です．もしもk′=kならば，それは散乱角

ゼロを意味するので右辺の散乱振幅は前方散乱

に対するものになり，また，左辺は積分断面積に

なりますから，この式は式(3.21)に帰着します．

つまり，式(3.22)は光学定理の一般化です．

量子力学の教科書 [5]で知られるシッフ（Schiff）

が 1953年の広島講演を記した論文（これは影散

乱に関し第5.4節でも紹介します）20)では，弾性

散乱から一般の衝突での σtot へ式(3.21)が拡張

されています．その少し前から光学分野での研

究が量子論分野でも意識され，徐々に光学定理の

呼び名が広まっていったようです．21) レーリー

卿から始まる詳しい歴史，光学定理を論じてい

る教科書，いない教科書，呼び名の変遷，また，

光学定理から導かれる理論的帰結の数々を，散

乱理論の教科書で知られるニュートン（Newton）

が解説しています．21)

θ=0で弾性散乱振幅を計算すれば，すべての

非弾性散乱と反応性（組替）衝突を含む総和断面

積σtotが光学定理により直接得られます．逆に，

計算または測定から決めたσtotとの整合性の確

認にも光学定理を使えます．また，複素散乱振

幅 fを fRe+ifImと書けば |f |2 = |fRe|2+ |fIm|2

≥ |fIm|2 ですから，断面積間に成り立つ不等式
σtot≤ (4π/k)[dσsc(θ=0)/dω ]1/2が導けます．この

右辺は原理的に直接観測不能ですが（第3.4節），

θ>0での観測値の θ→0への外挿でふつうは代

用できます（第4.2節）．一般化光学定理(3.22)を

使って微分断面積から散乱振幅の位相を知るこ

とができるかなどの研究も行われています．21)
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3.6 複素ポテンシャルと流れの非保存

ポテンシャルV は実数だから式(3.9)のQV (t)

はゼロだとして流れの保存則 (3.10)，(3.11)を導

きました．しかし，仮にV に虚部があれば，式

(3.8)により式 (3.11)の右辺にはQV (t)が，また

式 (3.10)にも同質の項が加わり，保存則が破れ

ます．ということは，もしも人為的に虚部 VIm

を導入すれば，流束の生成（VIm>0），吸収（消滅）

（VIm<0）を現象論的に表せるはずです．4−7, 12, 25)

VImによる吸収断面積をσabsとすれば流束損失

レート−QV は |jinc|σabsなので，波動関数 ψが

単位振幅の入射平面波をもてば，式 (3.9)より

σabs=−QV/|jinc|=−(2/h̄v)(ψ, VImψ) (3.23)

と書けます．陽電子衝突では陽電子消滅は標的内

各電子 iとの距離riがゼロのときに起こるので，

VIm∝
∑
i δ(ri)です．ただし，式 (3.23)のψは陽

電子-標的系全体の波動関数になります．

V が複素量ならハミルトニアンは非エルミー

トで，その固有エネルギーも複素数です．それ

を例えばEr−iΓ/2と書けば，Γはその状態のエ
ネルギーのあいまいさ，̄h/Γが寿命を表すことが

知られています（第9.4節，9.8節）．そこで，適

切なVImを使えば，例えばポジトロニウム（電子

-陽電子束縛系）の諸状態の寿命を計算できます

（第9.4節）．ただし，現実のエネルギー観測値が

複素数であるはずはなく，複素エネルギーは現

実の物理系の状態に関する物理的理解を深める

ための便宜的な方便です．実際，複素エネルギー

状態の波動関数は遠方で非物理的に無限大に発

散します．この辺の議論や実数エネルギー状態

との関係については第9章をご覧ください．

非弾性散乱や反応により弾性散乱チャネルか

ら流束が失われる効果は，ポテンシャル場によ

る散乱の理論にVImを導入すれば形式的に表せ，

その断面積が式(3.23)で得られます．複素ポテン

シャル下では，原点から外向きに動径方程式を

解いた波動関数も位相のずれ δlも複素量になり，

|Sl|= |exp(2iδl)| ̸=1となるので，第3.2節の議論

とつじつまが合います．4−7, 12, 25)

付録 3A 確率の変化速度

　本文，式(3.8)のQT (t)は

QT (t) =
−i
h̄

∫
V
[Ψ∗T̂Ψ−ΨT̂Ψ∗]dr

=
−i
2mh̄

∫
V
[Ψ∗p̂2Ψ−Ψp̂2Ψ∗]dr

=
−i
2h̄

∫
V
p̂ · [Ψ∗v̂Ψ−Ψv̂Ψ∗]dr (3A.1)

と変形できます．最後の式の大括弧内は式(3.7)

の流束ベクトル j(r, t)の2倍なので

QT (t) = −
∫
V
∇· j(r, t)dr. (3A.2)

と書くことができます．
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4 まやかしのゼロ度弾性散乱断面積

－クーロン散乱も発散しない

4.1 小角散乱の立ち上がり

荷電粒子同士の弾性衝突やクーロン場による

粒子の散乱，「クーロン散乱」の量子論的積分断面

積 σsc（前章に従う記法）は無限大です．1−6) 微分

断面積が dσsc/dω∝ sin−4(θ/2) に従い前方 θ→ 0

で強く発散するためです（第0.2節）．前方散乱は

散乱中心（標的）から遠く離れた領域を通る入射

波成分の散乱に当ります．一般に長距離力は前

方散乱を強めますが，極端な長距離力のクーロ

ン力はいかに遠くを通る波をもわずかに散乱し，

小角散乱が大量に起こるのです．ポテンシャル

∝r−2による散乱では dσsc/dω∝ sin−2(θ/2)と弱

い発散を示しますが，やはりσscは無限大です．

なお，ポテンシャルのすそ野さえ∝r−1ある

いは∝r−2なら短距離部分の如何に係わらず前

方散乱角分布の形は同じなので，例えば，電子

（陽電子）-イオン衝突，イオン-イオン衝突等

の弾性散乱積分断面積σscも運動量移行断面積

σm=
∫
(1− cos θ)(dσsc/dω)dωも発散します．

短距離力でも強い前方散乱の例が見られます．

剛体球による散乱です．ドブロイ（de Broglie）波

長が極端に短い高エネルギー極限E→∞でなら
古典近似が成り立つはずという早とちりがここ

では見事に覆され，角分布は古典論のように等

方的ではなく，θ→0で急増します．このピーク

はE→∞でいくらでも狭く高くなりますが，そ
の発散は σscを古典論の2倍，つまり有限値に止

めます．小角ピークは波の回折効果による「影散

乱」として説明されています（第4.4節，第5章）．

この散乱で古典近似が悪いのは，不確定性原

理により古典論が小角散乱で破綻するからです

（第4.3節）．いくら遠方でもゼロにならないポテ

ンシャルでは，それが rの増加とともにいかに急

激に減ろうとも，必ず古典積分断面積は無限大

になってしまうというとんでもない事実も，こ

の小角破綻が原因です．なお，クーロン散乱の

古典論の特殊な事情は第4.3節で説明します．

でも，クーロン散乱や影散乱が θ≃ 0でも本当

に観測可能なのでしょうか．散乱振幅 f(θ)によ

り微分断面積を|f(θ)|2と表す式 (3.17)を第3.4節

で導く際，それが測定できる条件として θ≃ 0を

除外する必要がありました．θ≃ 0ではどんな思

考実験でも |f(θ)|2と分離できない干渉流束が付
随するからでした．それなら，この原理的に測

定不可能な |f(θ→0)|2の値に，またその発散に
まともな意味があるのでしょうか?

実際，この干渉流束をしっかり考慮に入れて現

実に起こる散乱を調べると，（非相対論の範囲内

で）あまり高エネルギーになり過ぎると剛体球散

乱の σscの半分を担う影散乱が観測できず，あと

の半分は古典論で再現できるのです（第4.4節）．

小角散乱には神経を使うべき点がいろいろあ

ります．第 4章はそこに焦点を合せます．

4.2 物理的意味を失う前方散乱断面積

まず，念のため，発散の明らかな一側面から

注意喚起です．ポテンシャル散乱の波動関数の

漸近形(3.1)で，入射平面波 eikzは x, y方向には

同一の値で無限に伸びた，無限に太いビームを

表します．ビームの中心軸から無限に離れた部

分まで散乱される場合に限って断面積が発散す

るわけで，現実の有限径ビーム入射では，当然，

毎秒無限個の散乱粒子が検出されるわけがあり

ません．では，現実の有限径ビームを表さない

波動関数(3.1)に基づいた理論は荒唐無稽でしょ

うか．クーロン場という巨大な怪物をそれより

小さな径のビームで探っても部分的情報しか得

られず，巨大物体の全体像は掴めません．探査

結果はビーム径に依存します．でも，θ→ 0で微

分断面積が発散しない場合なら，量子論で扱う

場の実質的な大きさはミクロサイズで，それに

比べて巨大なマクロサイズのビームを平面波と

して理想化しても，まず問題は生じません．

なお，クーロン散乱は非常に特殊です．その波

動関数はいかに大きな rでも式 (3.1)に近づきま

せん（第0.6節）．1−6) その意味では式 (3.1)に基づ

く以下の議論は，クーロン散乱に関しては厳密
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でありません．でも，概念の説明には支障がない

ので，正しくてもうるさい式は敢えて避けます．

さて，より本質的な議論に入りましょう．第3.4

節の復習になりますが，散乱がなければ漸近形

(3.1)の入射波が作る流束 jincだけが z方向に流

れています．散乱が起こると，これに加え，大

きな半径 rの球面S上，動径方向に散乱波自身に
よる流束 j scr (θ)と散乱波と入射波の干渉による

流束 j intr (θ)との和が出ていき，この二つは原理

的に別々には観測できません．それぞれの流束

に相当して形式的に定義された微分断面積成分

dσsc/dω（通常のいわゆる微分断面積）と dσint/dω

の和が「物理的」微分断面積 dσph/dω (3.15)で，こ

れが平面波流束に加えて散乱により新たに θ方

向に出て行く現実の流れを代表します．

ポテンシャルが実数で時間非依存なら，全立

体角領域に亘りdσph/dωを積分した「物理的」積

分断面積 σph=σsc+σintはゼロになることを式

(3.18)に示しました．これは，通常の定義の積分

断面積σscを負の干渉項σintが打ち消して全表面

S上を出入りする現実の流れを差引ゼロにする流
れの保存則に基づくもので，クーロン散乱でも，

いかに大きな rでも必ず成り立ちます．クーロン

散乱のように断面積 σscが巨大なら，σintは負で

巨大になり，これを打ち消します．その意味で，

「現実の」断面積 σphは，章の副題の通り，「クー

ロン散乱でも発散しない」のです．干渉項により

打ち消される運命にあるσscの発散は，現実には

見られない「数式上だけの発散」と言えます．

散乱球面波と前方だけに出る入射平面波との

干渉による流束 j intr (θ)は小角領域 (3.16)，つまり

θ < θ int=(kr)−1/2を除けば事実上ゼロと見なせ，

式 (3.17)が成立し，物理的断面積 dσph/dωは通常

の微分断面積dσsc/dω= |f(θ)|2に事実上等しいと
言えます．しかし，散乱角範囲 θ<θ int（≪1）では

干渉項が重要で，|f(θ)|2は現実の流れを表しま
せん．全角度方向への散乱σscを流れの保存則に

従ってちょうど打ち消す負の流れが前方に凝縮

されたものが干渉項で，これが前方への入射流

束の一部を削り取って散乱流束に回しているの

です（第3.4節）．そして，これこそが光学定理の

物理的意味であることを第3.5節で述べました．

観測点 rをどんどん遠ざければ干渉項 dσint/dω

が現れる範囲 θ<θ intをいくらでも狭められます．

しかし，例えその角度幅がゼロに収束してもそ

の積分値 σintは必ず−σscになるのですから，極

端に鋭く深い負の谷を作ることになります．こ

のように，干渉項 dσint/dωは決して忘れてはな

らない重要な役割を果しています．

図 13. 実線：散乱により入射ビームに加わる「物
理的」微分断面積 dσph/dω (3.15)の概念図．散乱
項と干渉項の和になる．点線：散乱項 |f(θ)|2．
拡大した狭い θ 範囲∆θ≃ (kr)−1/2では干渉項
が強いが，その外ではdσph/dω≃|f(θ)|2．r→∞
で∆θ→0となっても干渉項は無限に深まり，実
線の積分は流れの保存により常にゼロである．

以上の考察を踏まえ，物理的微分断面積を模

式的に図 13に示します．前方の狭い角度範囲

∆θ≃ θ intの外では干渉項は正負を激しく振動し，

図に描けないどころか，平均化されて測定にも

かからず，dσph/dωは事実上 |f(θ)|2と同じです．
∆θ内では強い干渉により散乱断面積 σscを打ち

消す，平均として負になる鋭い構造があり，図

ではこれを一つだけの鋭い谷として概念的に表

してあります．実線を全 θ領域に亘り積分すれ

ばゼロで，クーロン散乱でもこの鋭い谷が発散

を抑えて物理的積分断面積をゼロにするのです．

くどいようですが，散乱項 |f(θ)|2を点線のよ
うに θ→ 0 まで延長した「ゼロ度散乱微分断面

積」は θ=0に検出器を置いても観測できません．

これは実験技術が未熟なためではなく，これと
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干渉項とは「原理的に」分離測定できないのです．

|f(θ)|2は θ→ 0で観測量としての物理的意味を

失います．その意味で，章の見出しで「まやかし」

のゼロ度断面積と茶化したのです．意味を失う

θ領域は観測点 rが遠ざかるほど狭まります．し

かし，宇宙の彼方でも干渉流束が決して無くな

りはしないことはすでに述べた通りです．

本章冒頭に述べた前方散乱の発散はこの測定

不可能な |f(θ→0)|2の話です．ただ，|f(θ)|2の小
角での立ち上がり自体は干渉流束が無視できる θ

ですでに見られます．その θ→ 0への数学的外挿

にすぎないことを承知の上で |f(θ→0)|2の発散
を論ずるなら，それはれっきとした散乱「理論」

として大いに意味があります．でも，物理的に重

要なことは，角分布が前方で急激に立ち上がる

ため「積分断面積測定値」が現実に測れる最小散

乱角に依存し，実質的に決まらないことです．

|f(θ)|2が θ→0で急増しなければ，ごく小さな

θ領域で微分断面積の定義がどうあろうと積分断

面積にはほとんど影響しません．その意味では

前方散乱の正確な議論はあまり重要でなくなり

ます．この場合，物理的微分断面積は前方散乱

ではほとんど干渉項 dσint/dωに等しく，それ以

外の散乱角ではほとんど |f(θ)|2に等しく，「事実
上」両者を分離できます．そして，干渉項が無視

できる θ で測られた |f(θ)|2を θ→0へ外挿すれ

ば |f(0)|2を知ることができます．
漸近形（3.1）ではポテンシャル場による散乱を

想定していますが，多チャネル問題での弾性散

乱でも入射波と散乱波は干渉し，本質的に同じ

問題が起こります．非弾性散乱や反応性衝突で

は散乱波は入射波と干渉せず，理論的にはゼロ

度微分断面積に何ら問題はありません．なお，荷

電粒子同士の衝突でも，非弾性衝突なら通常の

微分断面積も前方発散しません．

4.3 小角散乱で破綻する古典論

ポテンシャル散乱理論で古典論が良い近似で

あるためには，条件

1)粒子の軌道を十分な精度で決められること，

2)散乱角を十分な精度で決められること

が必要です．

まず，第 1の条件を吟味します．ある粒子が

受ける相互作用 V (r)がかなり変わるぐらいの距

離 xに比べてはるかに短い∆x≪ xの精度でそ

の粒子の位置が決まり，運動量 pxも十分な精度

∆px ≪ pxで決まり，y，z成分についても同様

に言えれば，V (r)を受けつつ運動するその粒子

の古典軌道を十分な精度で追えます．不確定性

関係の制限から（第7.8節），この条件は

x≫ ∆x > h/∆px ≫ h/px = λDx , 等 (4.1)

と書き換えられます．ドブロイ波長λDx（λ
D
y , λ

D
z）

が x（y, z）より十分短くなければ古典近似は成

立しません．

次に，散乱角が非常に小さな量子論的散乱は

古典近似できないことを示します．その原因は，

入射ビーム中の粒子の進行方向に避けられない

不確かさ∆θがあり，それと同程度の不確かさを

散乱角に与えるからです．

古典散乱で，散乱中心を通る入射ビームの中

心軸から測ったビーム内1粒子の距離，衝突パ

ラメータ（impact parameter，衝突径数*1）を b，

運動量の進行方向成分を p，それに垂直な成分を

p⊥とします．量子論では，ほぼゼロの p⊥にも b

にも不確定性関係∆p⊥∆b>hに依るあいまいさ

があり（第7.8節），入射方向の不確かさ∆θは，

∆θ = ∆p⊥/p > h/(p∆b) (4.2)

を満たします．古典近似条件は θと bの相対的

不確かさが小さいこと（∆θ ≪ θ，∆b≪ b）で，

θ ≫ ∆θ > h/(p∆b) ≫ h/(pb) = λD/b ≃ (kb)−1

(4.3)

となり，7, 8) ここでもドブロイ波長 λD = h/pが

古典条件に関わります．この条件を満たさない

小角散乱では古典論が破綻します．

小角散乱に効くのは大きな bでの散乱で，θに

対する条件 (4.3)の要求は少々わかりにくいかも
*1parameterの訳語「径数」は前世紀の遺物，今や衝突径数と幾何学のリー群の理論ぐらいでしょう．
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知れません．長距離型漸近相互作用∝ r−sでは

b ∝ (Eθ)−1/sとなり，古典条件 (4.3)は

θ(s−1)/s ≫ λDE1/s (4.4)

と書き換えられます．クーロン力（s = 1）では，

これは θに対する条件にはならず，特殊である

ことがわかります．

V(r)=C/rでは，計算で得られたb -E関係式と

不等式 cotx<x−1を使うとb=(|C|/2E) cot(θ/2)

< |C|/Eθとなり，これと式(4.3)からθに依らな

い条件式 |C|≫E/kが得られます．7) 低速衝突ほ

ど古典近似が良いという結果です．ランダウ-リ

フシッツ（Landau-Lifshitz）も量子論微分断面積

の表式が古典近似できる条件のより詳しい考察

からこれと同じ条件式に達しています．8) また，

シッフは条件1)から式 |C|1/2≫(E/k)1/2を導い

ています．2) 実際には，これらの条件式を満たさ

ないほど弱いクーロン力でも必ず古典微分断面

積が量子論的に正しいラザフォード公式になぜ

か一致してしまいます（第6.1節）．

4.4 消えても消えない剛体球断面積

半径aの剛体球は，入射波がその中に入れず，

その外では力を受けないので，ポテンシャル

+∞ (r < a)
V(r) =

{
(4.5)

0 (r > a)

で表せます．動径波動関数は r=aでゼロで，そ

こから自由運動が始まり，s波なら自由粒子の動

径関数 sinkrを aだけ押し出した sin{k(r−a)}に
なり，したがって位相のずれ δ0(k)は−kaです．
短距離型ポテンシャルによる低エネルギー散

乱では積分断面積は s波だけでほとんど決まっ

てしまい（第0.2節），剛体球 (4.5)では k→ 0で

σsc(k) ≃ (4π/k2) sin2δ0(k) (4.6)

→ 4πδ20/k
2=4πa2 (4.7)

と古典論の4倍になります．付録4Aに示す量子

因子4が仮になければ古典論に一致しますが，低

エネルギー散乱で古典論と比べる意味はありま

せん．4πa2になる物理的理由など論じない教科

書がふつうですが，例外もあります（付録4B）．

第0.2節，式 (0.7)で定義された散乱長は

A = − lim
k→0

tanδ0(k)/k (4.8)

と書き直せますから，剛体球散乱では A= aと

分かります．

前節で述べたポテンシャル散乱の古典近似成立

条件1)は，ポテンシャルがかなり変わるぐらいの

距離 ρに比べてドブロイ波長λDがはるかに短い

ことでした．クーロンポテンシャル VC(r)=C/r

なら低エネルギー散乱でも古典近似で正しい微

分断面積が再現されるのは，距離に対する VC(r)

の変化が非常に遅いため，実効的なρが極端に大

きく，低エネルギーでもすでにλDが相対的に短

いためだという定性的推測もときおり見かけま

す（シッフは古典最近接距離をρとして前節最後

の条件を見積もっています）．もっと変化の激し

いポテンシャルでも，高エネルギーではλDが短

く，古典近似が良くなると期待されます．でも，

剛体球散乱は特殊です．その表面で V(r)が一気

に変わるので ρ=0とも取れ，λDはそれよりは

短くなり得ません．

質量mの高エネルギー粒子の剛体球による散

乱で部分波 lの位相のずれ δlを計算するには，球

ベッセル関数を使って表した正確な式で高エネ

ルギー近似をするのが一般的ですが，4, 9−11) 実

はもっと簡単に求められるのです．遠心力ポテン

シャルV l(r)=l(l+1)h̄2/2mr2は大きな r（≫ l/k）

では運動エネルギーE=k2h̄2/2mに比べて小さい

として無視でき，自由運動の動径波動関数は s波

関数の位相がずれた漸近形

Rfree
l (r) ∝ sin(kr− lπ/2) (4.9)

を取ります．9, 12, 13) ここの位相のずれ−lπ/2は，
漸近領域 r≫ l/kに達するまでに V l が徐々に及

ぼした影響の結果です．

剛体球ポテンシャル(4.5)のもとではka≫lを

満たす高エネルギーでなら r≥aでは r≫l/kなの

でV lはEに対して無視でき，l波動径関数は s波

と同じく sin{k(r−a)}に比例します．これを自
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由運動波動関数(4.9)と比べれば，位相が δl=−ka
+lπ/2だけずれていることが分かります．11)

この δlを付録4Aの式(4A.2)に代入すればσsc

を近似計算できます．古典論では b<aのときに

散乱が起こりますが，量子論でこれに相当する

l<ka（付録4A）の範囲だけで式(4A.2)の部分波

についての和を取ればよいでしょう．sin2δlは平

均として 1/2なので（付録4Cの導出法に注意）

σsc ≃ 2π

k2

ka∑
l=0

(2l+1) =
2π

k2
(ka+1)2 ≃ 2πa2

(4.10)

となります．もしも各部分波がフルに散乱され

ていれば，付録4Aに示す量子因子4のためσsc

は古典論の4倍になるはずですが，各部分波は平

均として半分しか散乱されず，σscは半減します．

なお，l=kaまで和を取りながら，l≪kaと仮定し

て求めたδlを使いましたが，これによる誤差は

kaの逆べきにつき高次になることが示せます．14)

θ<(kb)−1での古典散乱の破綻（第4.3節）に戻

りましょう．b≪aは散乱全体にほとんど影響し

ないので b≃a辺りに注目すると，古典近似は小角
θ<(ka)−1辺りで破れます．それ以外のθでは古

典近似が良いはずで，ほぼ等方的散乱で，σscへ

の寄与は∼πa2になるでしょう．残りの∼πa2は
小角領域 θ<(ka)−1 だけで担われるはずで，高

エネルギー散乱では鋭い前方ピークが見られる

と予想できます．

実際，高エネルギー散乱の微分断面積 |f(θ)|2

を計算してみると，積分すればほぼ πa2になる

高さ∼k2a4/4の鋭いピークが θ<π/(ka)に現れ，

θ>π/(ka)では古典値 a2/4の周りに波打つ部分

（積分値∼πa2）が横たわり，2成分が見事に識別

されて見えます（図14）．4, 11)

前方ピークは古典論では説明不可能な現象で，

波動光学の回折（diffraction）を連想させます．正

に幾何光学の光線束のような古典ビームが断面

積 πa2を生ずる一方，剛体球の端による縁回折

で入射波が球の「影」に回り込み，前方散乱に寄与

してさらに πa2を加えるという解釈です．この回

折による散乱を「影散乱」と呼びます．4, 9−11, 14)

図 14. 半径 aの剛体球による高エネルギー散乱
角分布の概念図．θ >π/kaでは古典値をほぼ再
現し，積分値 ∼πa2 を生む．θ <π/kaの影散乱
ピークはエネルギーが増えるほど鋭さを増し，
いずれ干渉項に打ち負かされて消えてしまって
も積分断面積 σsc への寄与 ∼πa2 は生き残る．
（第5.3節で解説する計算に基づく概念図．）

k→∞とともに古典近似が成り立つ角度範囲
はますます小角まで伸び，影散乱ピークは鋭さを

増し，高さは無限大に，角度幅はゼロに近づきま

すが，積分値は∼πa2のまま残ります．注目すべ
きは，極端に高エネルギーで影散乱ピークの角度

幅≃ θdif≡(ka)−1がゼロに近づけば幅∆θ≃ θ int

=(kr)−1/2の干渉流束 j intr に飲み込まれ，影散乱

ピークは有限距離rでの観測量には現れなくなる

ことです．それにも拘わらず「いわゆる」積分断

面積 σsc には πa2の寄与が歴然と残っているの

です．これも小角散乱の |f(θ)|2が観測量として
の物理的意味を失うための見かけの矛盾です．

あまり高すぎず，そこそこに高エネルギーなら，

干渉流束に消されない程度の幅の前方ピークが見

られます．シッフは，影散乱ピークは無限に高い

エネルギーでは消えてしまうと言う代りに，「有

限のエネルギーでなら観測できる」と表現してい

ます．14) その場合にも，ピークの中央（θ≃ 0）に

図13の干渉谷による穴が空くのは当然で，シッ

フもそれに注意を促しています（第5.4節）．

このピークは(ka)−1<(kr)−1/2，つまりka>r/a

のとき干渉領域に入るので，極限k→∞や r→∞
を考えるならその順番に気を配り，有限値での

様子をしっかり認識しておく必要があります．
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4.5 まとめ：前方はヤバい

距離 rで観測すると，θ < θ int=(kr)−1/2 では

無視できない入射波と散乱波の負の干渉効果に

より削られて入射流束は弱まっています．削られ

た流れは四方八方への散乱波となり，微分断面積

|f(θ)|2を生じます．θ > θ intでは干渉が無視でき，
この |f(θ)|2は事実上測定できますが，θ < θ intで
は干渉項を含む現実の流れの一部に過ぎず，独

立の観測量としての意味を失います．それを忘

れて |f(θ→0)|2だけを議論しても，実際の物理現
象を表せません．例えば，|f(θ→0)|2が発散して
積分断面積が無限大になっても，現実に大きな

球面を出入りする正味の流れは常にゼロです．

剛体球散乱で回折効果により |f(θ)|2に現れる
影散乱前方ピークはE→∞でデルタ関数的にな
りますが，干渉項がこれを打ち消し，観測量か

らは消え去るにも拘わらず，影散乱断面積πa2は

残ったままで，全断面積 σscを2πa2にします．

干渉は |f(θ)|2の物理的役割をしばしば混乱さ
せるにも拘わらず，狭いθ範囲でしか起こらない

ので触れない入門書もよく見ます．しかし，θ≃0

をきっちり除外して「まやかし」断面積を避けて

ある名著もかなりあり（第3.4節），15−18) 見過ご

さないようにしたいものです．

付録 4A 積分断面積の量子効果因子

衝突パラメータが bから b+dbまでの極薄入

射ビーム殻がビームに垂直な面に当る半径 b，幅

dbの輪の面積 2πbdbにその bでの散乱確率P (b)

をかけ，0≤b<∞に亘り積分すれば古典断面積

σcl =

∫ ∞

0
2πbP (b)db (4A.1)

を得ます．ビーム中の古典粒子の運動量 pを h̄kに，

また散乱中心周りの角運動量の2乗L2=(pb)2を

l(l+1)h̄2≃ (l+1/2)2h̄2に対応させると，bは量子

論の (l+1/2)/kに相当し，積分
∫
d(kb)が量子論で

は整数 lについての和に，
∫
bdbは

∑
l(l+1/2)/k

2

に対応し，量子論断面積σsc=(π/k2)
∑
l(2l+1)P l

が予想されます．厳密な式 9, 12, 13)

σsc = (π/k2)
∑
l

(2l+1)|Sl−1|2

= (4π/k2)
∑
l

(2l+1) sin2 δl (4A.2)

と比べると P l= |Sl−1|2=4 sin2δl≤4と，P lは

古典確率 P (b)の4倍の範囲を動きます．因子4

は純粋な量子論効果と言え，これがあちこちで

古典 -量子対応に興味ある影響を与えます．

付録 4B 低エネルギー剛体球散乱

砂川によれば「 l=0の部分波は，ポテンシャル

の中心に向かって，球対称な振幅をもって集中

してきて，これが半径 aの剛体球によって散乱

されることになり，このとき散乱に寄与するの

は球の断面積πa2であるよりも，むしろ球の全表

面積4πa2である」そうです．10) 球対称な内向き波

e−ikrが全方向から来て全表面積を見るというこ

とでしょうか．でも，高いエネルギーEでもこれ

は s波なら同じことで，それに p波以上が加わ

れば積分断面積は 4πa2以上になるはずですが，

実際にはEの増加とともに 4πa2から減っていく

ので，つじつまが合いません．また，入射平面

波は外向き球面波も含むのですから，どうも筆

者には納得できません．教科書 [7]の「This may

be attributed to diffraction by a sphere whose

radius is small compared with the de Broglie

wavelength」4)（斜体は本筆者）もあいまいで，少

なくとも 4πa2の必然性は分かりません．

付録 4C 剛体球散乱：乱雑位相論の誤り

式 (4A.2)を使って剛体球断面積を計算する際，

教科書 [7]では，4) sin2δl=sin2(−ka+lπ/2)は位
相が大きいので lの変化とともに [0, 1]間の値を

ランダムに取るから平均値 1/2で置き換えてよい

としています．しかし，これは誤りです．sin2δl

は sin2ka，cos2ka，sin2ka，cos2ka，…と規則的

に並び，隣り同士の和が必ず 1になるところが

ミソなのです．式 (4A.2)の和は∑
(2l+1)P l =

∑
lP l +

∑
(l+1)P l
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=
∑
l

lP l+
∑
l ′

l ′P l ′−1 =
∑
l

l(P l+P l−1)

と計算され，P l+P l−1 は隣同士の sin2δlの和の

4倍（=4）なので，各 sin2δlを1/2で置き換えても

同じことになる，というのが正しい証明です．

第 4章 文献・注

1) B.H.Bransden and C. J. Joachain [4], §12.5.
2) L. I. Schiff [5], §21.
3) 高柳和夫 [3], §2–5.
4) M. S. Child [7], §3.3.
5) N.F.Mott and H.S.W.Massey [6], Chap. III.

6) L.D. Landau and E.M. Lifshitz [8], §135.
7) M. S. Child [7], §2.4.
8) L.D. Landau and E.M. Lifshitz [8], §127.
9) B.H.Bransden and C. J. Joachain [4], §12.3.
10) 砂川重信 [2], §3.6.
11) N. F.Mott and H. S.W.Massey [6], §II.6.
位相のずれ δl=−ka− lπ/2との記述は誤り．

12) 高柳和夫 [3], §2–3.
13) 砂川重信 [2], §3.2.
14) L. I. Schiff [5], §19.
15) 砂川重信 [2], §2.3.
16) B.H.Bransden and C. J. Joachain [4], §12.2.
17) L. I. Schiff [5], §18.
18) L.D. Landau and E.M. Lifshitz [8], §123.

5 禅問答：影散乱はこうして起こる

－ 完全吸収体は不完全吸収体

5.1 入射波と散乱波の干渉が生む散乱波

前章でゼロ度弾性散乱の特殊性につき考察し

ました．一般論の後に扱った2例の一つが半径a

の剛体球による散乱で，いわゆる積分断面積σsc

が高エネルギーEで古典断面積πa2の2倍になる

こと，余分なπa2が「影散乱」によることを述べ

ました．現実の物理現象としてはE→∞で消え
てしまう影散乱前方ピークがσscには寄与πa2の

まま残ってしまう不合理も指摘しました．

図 15. 影散乱．でも，これって何? ⇒第 5.4節．

「影散乱」は，剛体球の端による縁回折で入射

波が球の「影」に回り込み，前方散乱に寄与する

現象であると述べました．でも，なぜそう言える

のか，散乱理論に基づいた裏付けはしてありま

せん．単なる波動光学の類推，憶測に過ぎない

ようにも思えます．影散乱の解説で図15のよう

な絵をよく見かけます．入射平面波と前方散乱

球面波，そして標的の背後に波が到達できない

らしい影部分が描いてあります．図15には影が

非常に長い旨が書き入れてありますが，短い影

の絵もまま見受けます．「影」とは単に球の後ろ

を意味するのでしょうか，それとも入射平面波

eikzが到達できない空疎な隙間が本当にあるので

しょうか ? 散乱断面積は散乱球面波だけで決ま

るのに，入射平面波が影に回り込んで散乱に寄

与するとはどういうことでしょうか ? 散乱の量

子論では縁回折効果を波動関数の言葉でどう理

解できるのでしょうか ? 入射波の回折が |f(θ)|2

をどう変えられると言うのでしょうか ?
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教科書の説明の詳しさは千差万別です．入射

波と散乱波の干渉で起こる回折性散乱によるも

ので，前方に鋭いピークを示すというのが，典

型的な短い例です．1) 干渉により標的の背後にで

きた影によって余分に起こされる散乱という説

明も多く見られます．キーワード「干渉」はほと

んどの教科書で影散乱の解説に使われ，2−5) 砂川

の入門書は数少ないその例外の一つです．6)

しかし，散乱波の振幅f(θ)だけで決まる断面積

dσsc/dω=|f(θ)|2に起こる影散乱が，その散乱波
と入射平面波との干渉により起こされたものだ

なんて，まるで禅問答です．影が散乱を起こす ?

世にも不思議な物語，怖～いお話ですね !

教科書が解説する影散乱には2種類あります．

多くの量子論や散乱理論の教科書が実数ポテン

シャルの剛体球散乱について影散乱を論じてい

ます．1−4) 一方，大学演習量子力学，江沢執筆の

散乱の章5)や，砂川の入門書6)には，虚数ポテ

ンシャルで表される完全吸収球による影散乱が

扱われています（第5.2節）．これは一時，原子核

反応の分野でいろいろ議論された話題です．

5.2 影散乱：完全吸収体による弾性散乱

影散乱の本質は第3，4章で論じた流束保存則，

流れの保存則に密接に関わります．時間非依存

実数ポテンシャルV (r)のもとでは，V (r)が短距

離型であろうがクーロン型であろうが，どの場

所のどんな形，大きさの空間（微小空間から巨大

空間まで）でも，そこに出入りする流れの総和は

必ずゼロという一般則が積分形の保存則です．

球対称ポテンシャルのもとでは角運動量 lは保

存するので，各部分波につき別々にこの流束保

存則が成り立ちます．動径波動関数は漸近形

ϕl(r) ∼ sin(kr− lπ/2+δl)

∝ e−i(kr−lπ/2)− Sle
+i(kr−lπ/2) (5.1)

をもち，大きな半径 rの球面から単位内向き波

が入ると振幅Slの外向き波が出ていきます（第

3.2節）．内向き波と外向き波の干渉はないので，

物理的な流束保存則から直ちに |Sl|2=1と証明

されます．事実，S行列は実数の位相のずれ δlで

Sl=exp(2iδl)と書けます．

V (r)が負の虚部を含めば一般に δlも複素数で，

|Sl|2<1となります（第3.6節）．これは散乱場が入

射流束を一部吸収したことを意味しますが，本当

の粒子消滅以外にも，入射チャネルと違うチャネ

ルへ流束が失われる効果も表せます．これらを一

括して「吸収」と呼びましょう．|Sabs,l|2+ |Sl|2=1

を満たす吸収S行列 Sabs,l を定義すると，吸収

チャネルへの流束を含む流束保存則が満たされ

ます．実は，ポテンシャル散乱に限らず，一般の

量子系につき流れの保存則は成り立ちます．

吸収断面積の部分波成分 σabs,lは6)

σabs,l = (π/k2)(2l+1)|Sabs,l|2

= (π/k2)(2l+1)(1−|Sl|2) (5.2)

と表せます．一方，弾性散乱部分波断面積は7, 8)

σl = (π/k2)(2l+1)|Sl−1|2 (5.3)

と書けます（付録4A）．散乱がなければ内向き波

と同じ振幅 Sl=1の外向き波が出るので，Sl−1

は散乱による外向き波の振幅の変化を表します．

無散乱のとき吸収チャネルには波がないので，式

(5.2)の Sabs,lからは1を引きません．

ぶつかったものはみな吸収され，跳ね返される

ものはないという「完全吸収体」を考えます．入っ

た流束はすべて吸収チャネルへ流れてしまい，弾

性散乱チャネルへの外向き流束 |Sl|2はゼロにな
ります．このとき，式(5.2)，(5.3)から

σabs,l = σl = (π/k2)(2l+1) (5.4)

が導けます．完全に吸収したつもりが，それと

等しい量，弾性散乱チャネルへ逃げています．完

全吸収体は必ず散乱波を生むのです．本当の完

全吸収体はあり得ないとも言えます．散乱がな

ければ出てきたはずの単位外向き波まで吸収し

てしまい，逆に，寝ていた弾性散乱を「起こして」

しまったという，皮肉な結末です．これは第3.2

節で流れの保存則を満たすには非弾性散乱は必

ず弾性散乱を伴うと述べた，その極端な例です．

剛体球散乱を起こす最高部分波は最近接距離

がaになる l≃kaであると第4.4節，式(4.10)の上
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で述べました．完全吸収球でも式(4.10)の導出法

を使い，部分波断面積(5.4)（剛体球散乱の部分波

断面積の1/2）を l=kaまで加え合せると，古典

断面積と同じπa2の吸収（完全吸収球なのでこれ

は納得）と，これと同量の弾性散乱が起こり，高

エネルギー全断面積は剛体球散乱と同じく 2πa2

になることが分かります．5, 6) この弾性散乱の角

分布は剛体球散乱での影散乱と同じく，鋭い前

方ピークになることが次節で示されます．完全

吸収球でも剛体球でも古典断面積と同量の余分

な弾性散乱を生じるのは，入射波が回折効果で

球の背後に回り込んで起こす影散乱の仕業なの

だそうです．1−6)

5.3 干渉を考えない影散乱表式

ここでしばし入射波と散乱波との干渉なんか

忘れて，球対称ポテンシャルによる散乱の散乱

波だけに着目してみましょう．散乱行列 Slとル

ジャンドル（Legendre）多項式P l(cos θ)とを使っ

て表した散乱振幅の一般式7, 8)

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l+1)(Sl−1)P l(cos θ) (5.5)

が高エネルギー剛体球散乱では影散乱振幅と古

典散乱振幅に二分できることを本節で示します．

まず，Slに関わらない項，Sl=0と置いた

f shd(θ) ≃ − 1

2ik

ka∑
l=0

(2l+1)P l(cos θ) (5.6)

を考えます．和の上限がkaなのは前節の議論と

同じです．Sl=0ですから，式 (5.6)は完全吸収

体の弾性散乱振幅です．実際，この項が正に影散

乱（shadow scattering）を表すことが以下で分か

るので，それを先取りして f shdと書きました．

ルジャンドル多項式は θ=0でP l(cos θ)=P l(1)

= 1を満たすので，f shd(θ=0)では l<ka (≫1)の

多数の部分波が同位相で加え合され，式(4.10)の

導出と同様の計算により，

f shd(θ=0) ≃ − 1

2ik

ka∑
l=0

(2l+1) ≃ ika2/2 (5.7)

と高エネルギーでkに比例して増えることが分か

ります．微分断面積には高さk2a4/4（古典微分断

面積のk2a2倍）の鋭い小角ピークが生じます．式

(5.7)の虚部ka2/2は完全吸収球の全断面積2πa2

のk/4π倍で，当然のことではありますが，光学

定理が確認できます（第3.5節）．

証明は省きますが，|f shd(θ)|の小角ピーク幅
はkに反比例して狭まります．k→∞では式(5.6)

は無限和になり，f shd ∝ δ(1−cos θ)とデルタ関

数の形を取り，9) 幅は無限に狭く，θ ̸=0では消え

てしまいます．正にこれが前章から論じている

影散乱角分布の特徴を表しています．

高エネルギー剛体球散乱では各部分波の位相

のずれは δl=−ka+lπ/2と近似でき（第4.4節），

散乱振幅 f(θ)から影散乱の振幅を除いた残り，

f cl(θ)≡f(θ)−f shd(θ)は

f cl(θ) = (2ik)−1
∑

(2l+1)SlP l(cos θ)

= (2ik)−1e−2ika
ka∑
l=0

(−1)l(2l+1)P l(cos θ) (5.8)

と書けます．これは f shd(θ)と違い，交互に逆位

相の和で，小角で急増しません．

マッセイ（Massey）とモーア（Mohr）は数値計算

により，10) |f cl(θ)|2が古典微分断面積に似てほぼ
等方的になり，積分断面積∼πa2を与えること，
不確定性原理のため古典論が破綻する小角領域

θ<θdif=(ka)−1（第4.3，4.4節）で（波の縁回折と

思われる効果で）|f shd(θ)|2が鋭いピークを示し，
その積分も∼πa2となることから，影散乱の概念
を指摘しました．3, 4, 10, 11) 小角領域では |f cl(θ)|
は |f shd(θ)|よりはるかに小さく，また f cl(θ)と

f shd(θ)の干渉項は大勢に影響しません．第4.4

節の図14はこの結果に基づいて影散乱と古典的

散乱を分かりやすく描いた概念図です．

式(5.5)から明らかなように，影散乱の振幅

f shd(θ)はいつもの散乱振幅公式に 2項中の1項

としてすでに埋め込まれています．Slの如何に

係わらず，常に存在するごく当り前の波動効果

です．ただ，それが物理現象として顕わに見え

るためには，Slがかかったもう1項の f cl(θ)（も

ちろん一般には古典的振舞を見せませんが）から

f shd(θ)が明らかに分離して見える角分布を示す
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必要があります．剛体球，完全吸収球はその極

端な好例なのです．

このように，高エネルギー剛体球散乱の散乱

振幅は古典的な f cl(θ)と影散乱振幅 f shd(θ)に分

離でき，また，影散乱部分は完全吸収球による弾

性散乱の振幅に一致します．本節の議論も，完

全吸収球の議論を振り返っても，すべて散乱波

自身だけの話で，入射波が関わる余地はありま

せんでした．それもそのはず，影散乱は |f(θ)|2

そのものに現れる現象にほかなりません．でも，

考えてみれば，入射波と散乱波の干渉により入

射流束から削り取られて放射状に射出される流

れが散乱流なのですから，見方によっては，散

乱現象自体，所詮は干渉効果の働きと言えるか

も知れません．縁回折との関連ももやもやして，

この干渉効果，もう少し詳しく考察する必要が

ありそうです．

5.4 干渉，影，影散乱：その本当の意味

いわゆる積分断面積σscに含まれる影散乱断面

積はπa2になるのに，現実の影散乱はE→∞で
消えてしまうと述べました（第4.4節）．干渉項を

無視した形式的断面積σscには影散乱が残っても，

物理的微分断面積は干渉のためθ<θ int=(kr)−1/2

で負の大きな値に落ち込み，影散乱ピーク幅 θdif

=(ka)−1 が θ intより狭ければピークはこの干渉

穴に飲み込まれてしまうからです．流れの保存

則により負の落ち込みは∼2πa2になるので，こ

れが影散乱ピークに勝ることは明らかです．

影散乱が消える条件 θdif<θ int は r<rc≡ka2

と書き換えられます．実験室のように観測点 r

が有限値なら，エネルギーが極端に高くなれば

いずれ影散乱は消え失せるのです．

シッフが 1953年に広島で行った講演で，12) 第

3.4節や第4.2節で解説した物理的断面積と通常

の断面積との違いや有限距離 rでの干渉効果を考

察し，また，物理的積分断面積がゼロであること

から，吸収・非弾性散乱がある場合を含む拡張光

学定理も導いています（第3.5節）．

さらに，負の干渉流束が入射流束を削って散乱

標的の背後に長～い影を作り（図15），それが影

散乱を引き起こすのだと言います．11, 12) その意

味は，入射平面波はもちろん全空間を占めてい

ますが，標的の背後に影ができるように，平面

波を打ち消すように，これと同じ絶対値で逆位

相の波が生じ，それが散乱振幅に与える影響が

影散乱なのだと言います．この影には縁回折効

果で入射波が徐々に回り込み，標的 aを見込む

角度 a/rが∼ θdif まで小さくなる r∼R=ka2ま

で達すると影は埋め尽くされます（図15）．11, 12)

高エネルギーではkaが大きいのでR≫aで，影は

非常に長くなります．「影散乱」が消える条件は r

<rc= ka2 でしたから，「影」が消える距離 r>R

で初めて干渉穴より角度範囲が広い影散乱が観

測されることが分かります．E→∞では影は無
限に長く，影散乱の断面積はπa2でも，宇宙のは

るか彼方からもそれを見ることができません．

文献5)の図には影の長さ ka2が書き入れてあ

るのですが，その説明が（少なくとも，私の手元

にある，定価650円で若い頃求めた版には）見当

りません．なお，影の長さ ka2は波動光学でフレ

ネル（Fresnel）領域とフラウンホーファ（Fraun-

hofer）領域の境目を表します．

影が途切れる r≃R辺りでは干渉領域の大きさ
aint=rθ intは ≃(R/k)1/2≃aと，標的と同じくら
いのサイズになります．さらに，そのくらい小角

での散乱波は入射波と同程度の振幅をもつこと

をシッフは示しました．12) この二つから，干渉

が作る影が古典断面積と同程度の影散乱を引き

起こすという解釈が妥当だと分かるとシッフは

言います．12, 13)

影のない r>Rでは θdif >θ intですから，影散

乱ピークの中心には干渉効果による穴が掘られ

ます．すでに述べた通り，この干渉穴は rの増加

とともにサイズはますます小さく，しかし負で

ますます深くなります．この穴をシッフは影の

名残り（shadow remnant）と呼んでいます．クー

ロン散乱でも極端な前方の流束をグーンと落ち

込ませ，発散を阻止するのがこの干渉穴です．

回折効果により影領域がだんだん埋められて

40



いく様子を図15は表します．また，散乱球面波

のうち，入射波との干渉効果が大きい領域の部分

だけを描くことにより干渉領域を示しました．影

が途切れる距離R（≫a）で干渉領域サイズ aintが

剛体球や完全吸収球の半径aとほぼ同じになるこ

とも表してあります．ただ，rが増えれば θ intが

減る有様までは表せてないのをお許しください．

シッフは影散乱文献を全く引用していません

が，12, 13) 文献11)はすでに影のシッフ的解釈で

前節のf cl(θ)，f shd(θ)の振幅，位相を波動光学に

対応させて解析しています．量子論の不確定性

原理に通じる波動光学での光線概念の不確定性

をレーリー卿が指摘していたこと，不確定性原

理による古典散乱理論の破綻領域，つまり影散

乱領域をθ≤(ka)−1とするとE→∞で影散乱が
πa2ほど起こること，f shd(θ)が円孔によるフラ

ウンホーファ回折に対応し，その振幅から回折

パターンのフラウンホーファ公式が導けること

なども書かれています．実はこれは音波の回折

を論ずる音響学の論文なのですが，平面波が剛

体球により散乱されて球面波を生む式の展開も，

影散乱の物理的解釈も，量子論の散乱理論と同

じだと述べてあります．平面波の流束，散乱波

の流束のほか，干渉項が生じて流れの保存則を

満たすことや，前方に出る干渉項を忘れるとと

んでもない矛盾が生ずるなど，散乱の量子論そ

のままのような記述があちこちにあります．

影散乱はこのように奥深いものです．回折と

干渉を引き合いに抽象的な短い説明でお茶を濁

すのがほとんどの教科書ですが，それでは誤解

を生じかねません．やはり，多少の式を使った具

体的，多面的な解説が望まれます．そして，積分

断面積πa2の議論だけでなく，古典論が破綻する

小角散乱にピーク構造をもつ微分断面積や散乱

振幅の詳細な考察なしには，その本質は理解で

きません．影散乱は通常の散乱振幅公式中の1項

に過ぎないごくふつうの波動力学効果でありな

がら，特殊な条件下で顕著な物理的意味を帯び

たものです．波動光学や音響学との深い関係に

は興味をそそられます．

5.5 流れの保存と干渉：終りに当り

散乱とは入射ビームの一部があちこちに弾き

飛ばされる現象です．入射流束に加えてさらに

散乱流束が生じるわけではありません．流れの

保存則により，散乱が起これば必ずその分だけ

前方への流束は入射量より減ります．この事情は

ポテンシャルが短距離型でも長距離型でも，クー

ロン型でも全く同じです．量子論では入射波の

流れに散乱波の流れが加わるとともに，入射波

と散乱波の干渉により前方への流れが入射量よ

り減り，保存則が満たされます．

第 3，4，5章と流れの保存にまつわる話題を論

じました．この保存則を成立させる干渉効果が

諸場面で重要な役割を果たすにも拘わらず，ふ

つう扱う断面積σscはこの干渉を無視して定義し

てあります．それでも多くの場合，重大な問題

が起こらないため，本質を素通りしがちです．

でも，干渉効果は重要な光学定理を生み出し，

（一見，干渉に無関係そうですが）非弾性散乱に

必ず弾性散乱を伴わせ，完全吸収体に散乱波を

放出させ，散乱標的の背後に影領域を作り，角

分布に影散乱前方ピークを生み，そのピークや

クーロン散乱を含む一般の前方散乱に穴を開け

たり，興味ある働きをします．それでも，干渉を

無視した通常の微分断面積 dσsc/dωが前方で急

増しない限り，干渉穴は大勢に影響しません．し

かし，クーロン散乱のようにこれが前方で無限

大に発散する場合や，高エネルギー剛体球散乱

のように鋭い前方ピークが現れる場合，それを

埋め合わせて流れを保存させるために強い干渉

効果が必要なことが分かります．

さて，σsc，dσsc/dωと書くのは面倒なので，今

後は σ，dσ/dωと書きますが，前方では現実の物

理的断面積と違うことをくれぐれもお忘れなく．
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6 散乱振幅の位相が断面積を変える

－似た者同士の衝突はややこしい

6.1 古典論で表せないクーロン散乱

まずクーロン散乱の例から話を始めましょう．

素電荷eのz倍とZ倍をもつ点電荷二つが相対運

動エネルギーEで衝突するとき，クーロン散乱振

幅 fC(θ)（付録6A）により重心系微分断面積は

dσR(θ)

dω
= |fC(θ)|2=

(
C

4E

)2
sin−4Θ

(
Θ=

θ

2

)
(6.1)

と表せます．ここで C=zZe2 で，相互作用ポテ

ンシャルは V(r)=C/rです．

式(6.1)は複素散乱振幅fC(θ)の位相因子eiΦに

依らず，位相（偏角）は誤りでも絶対値は正しい

ボルン（Born）近似 fBC (θ)（第8.2節）を使っても同

じです．一般に，散乱振幅の位相なんて所詮，理

論屋のお遊び，現実の物理現象を表す断面積に

とり何の意味もないと思いませんか ? ところが

どうして，この位相がクーロン散乱の角分布を

全く変えてしまうことがあるのです（第6.3節）．

式 (6.1)は量子力学の確立以前，1910年代初頭

にはすでに金属箔内の何らかの点電荷（実は原子

核）によるアルファ線の散乱を説明するため，ラ

ザフォードが古典力学により導き，弟子ガイガー

（Geiger）とマースデン（Marsden）がさらに実験

的に確認し，ラザフォード公式として知られて

います．1) 歴史的業績ですが，ラザフォードには

運も味方しました．それは，古典論でも量子論で

も同じ角分布 (6.1)が導ける特殊性のため，彼の

解析に量子論の知識が不要だったことです．

実はもう一つ，物理学史上，恐らく語られな

い幸運がありました．もしも当時，アルファ粒

子ビーム同士の交差実験ができたなら，その結

果に彼は頭を抱えたことでしょう．金属原子核

による散乱とは違い，アルファ-アルファ衝突の

散乱角分布は式 (6.1)に従わず，振動するはずだ

からです（第 6.3節）．陽子ビーム同士の衝突でも

同じです．そんな高度な実験技術がなくてラザ

フォードは幸運でした．アルファ粒子同士，陽子

同士と言っても，各粒子の電荷分布や強い相互

作用が関わるような高エネルギー衝突のことで

はありません．粒子を点電荷と見なせるような

単純な原子衝突の世界を想定しています．

陽子（アルファ粒子）がもう一つの陽子（アル

ファ粒子）からかなり遠くを通り過ぎるのなら，

あいつも荷電粒子か，と少しだけ脇へそれ，遠

方衝突（小角散乱）は単純なラザフォード公式で

表せます．しかし，近づいて相手も自分と同じ顔

だと知ると複雑な思いが起き，ふつうの衝突で

は済みません．点電荷同士のぶつかり合いぐら

い昔ながらの論法で解決できると思いきや，量

子論にそそのかされ，ややこしい粒子関係 ?を

反映して近接衝突（大角散乱）は異様になり，式

(6.1)よりもっと面倒なモット（Mott）公式

dσM(θ)

dω
=

(
C

4E

)2
[sin−4Θ+ cos−4Θ

+2γ sin−2Θcos−2Θcos{(C/E)k log(tanΘ)}](6.2)

に従うようになります（第6.3節）．2−5) もちろん，

相互作用は C/r だけとしての話です．アルファ

粒子同士の衝突では γは 1，陽子同士なら−1/2，

また k は相対運動の波数です．遠方衝突なら θ

が小さく，大括弧内で第1項だけが他よりはるか

に大きく，モットはラザフォードに近づきます．

陽子-陽子衝突，アルファ -アルファ衝突は金

属核による散乱と何が本質的に違うのでしょう ?
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衝突相手が同じ顔ならどうだと言うのでしょう ?

実は，そこにこそ，式(6.1)は再現できる古典論

やボルン近似が説明できない量子論特有の物理

が隠されているのです．そして，その物理が散乱

振幅の位相を断面積に取り込むのです．

6.2 散乱振幅と断面積の関係を正す

束縛状態であれ散乱状態であれ，量子論では

同種粒子は識別できません．同種荷電粒子間の

純粋クーロン散乱に限らず，内部構造をもつ同

種イオン同士，同種中性粒子同士の衝突 A+A

でも，入射粒子と標的の識別不能性を考慮した

同種粒子衝突論が必要になります．ただ，同じ原

子同士でも量子状態が違えば区別でき，異種粒

子と見なせます．衝突する異種粒子同士が同種

構成粒子を含めば，また別の配慮をせねばなり

ません（第6.5節）．

同種2粒子1, 2を入れ換えても物理的本質は変

わりません．空間座標の波動関数 ψ(r1, r2)とス

ピン波動関数 χS(1, 2)の積である全衝突波動関

数Ψ(1, 2)は粒子1, 2の入れ換えにより関数形を

変えず，物理的本質を変えない定数係数 cがか

かるだけです．再度1, 2を入れ換えれば再び cが

かかり，それで元のΨ(1, 2)に戻るはずですから

c2=1，したがって c=±1です．c=1，つまり

2体の交換に対してΨ(1, 2)が不変な（対称な）粒

子をボーズ粒子，c=−1，つまり負号が付く（反

対称な）粒子をフェルミ粒子と呼びます．

ぶつかる同種2粒子の重心上で見れば両者が反

対方向から対称に近づき，衝突後は反対方向に対

称に離れて行きます．2粒子の交換は相対距離ベ

クトル r=r1−r2=(x, y, z)=(r, θ, ϕ)を逆向きの

−r=r2−r1=(−x,−y,−z)=(r, π−θ, ϕ+π)に変
えるので，χS(1, 2)の対称性に応じ，ψ(r)は反転

r→−rに対し対称か反対称かのどちらかです．

ところが，ふつうの弾性衝突波動関数の漸近形

φ(r) ∼ eikz + f(θ,ϕ)eikr/r (6.3)

は対称でも反対称でもありません．こんな漸近

形では同種粒子間衝突なぞ表せません．

同種粒子の交換はハミルトニアンを変えず，そ

の固有関数φ(r)と交換後のφ(−r)は共通のシュ

レーディンガー方程式を満たすので（付録6B），

ψ±(r) = φ(r)±φ(−r)

∼ eikz± e−ikz

+ [f(θ,ϕ)± f(π−θ, ϕ+π)]eikr/r (6.4)

も同じく満たします．粒子の交換 r→−rに対し

ψ+(r)は対称，ψ−(r)は反対称で我々の望み通り

です．2, 3, 5−8) 荷電粒子同士の衝突では付録6Aの

修正を施せばこれと同様のψ±が得られます．

式 (6.4)の意味は，重心系で z軸正負方向から

等しい振幅で同種粒子の二つの平面波が入射し

（対称または反対称な定在波 cos kz，sin kzとも

言えます），互いに相互作用し合うと，散乱球面

波が2成分の重ね合せの振幅をもって出て行くと

いうことです．第1の振幅を直接項，第2の振幅

を反跳項と呼びましょう．それぞれの物理的な

意味を図16に従い説明します．以下，球対称相

互作用を考え，ϕ依存性がないものとします．

図 16. 重心系での同種粒子衝突．a)直接項．b)

反跳項．古典同種粒子なら両方の微分断面積の
和が検出器に捕えられる．原理的に区別できな
い量子論粒子なら両散乱振幅の干渉が起こる．

仮に，古典論のように入射粒子1と標的粒子2

の運動を原理的に別々に追えるものとします．こ

れを識別可能（distinguishable）と言います．す

ると，直接項 f(θ)（図16a）は入射粒子の角度θの

散乱を表し，その方向に置いた検出器に捕えら

れます．反跳項 f(π−θ)（図16b）は入射粒子の角

度 π−θの散乱を表しますが，これは両粒子の重
心系運動量ベクトルが逆向きなことから，跳ね
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返された（反跳を受けた）標的粒子が先ほどと同

じ検出器に入ることを意味します．つまり，あ

る方向に出てくる散乱粒子と反跳標的粒子を共

通の検出器で一緒に捕えることになり，断面積

dσdis(θ)

dω
= |f(θ)|2 + |f(π−θ)|2 (6.5)

が測定されるはずです．

一方，式 (6.4)によれば，原理的に両粒子を識

別できない（indistinguishable）量子論では散乱

振幅の段階で直接項と反跳項が重ね合されるの

で 2項の間に干渉が起こり，微分断面積は

dσ±(θ)

dω
= |f(θ)± f(π−θ)|2

=
dσdis(θ)

dω
± dσind(θ)

dω
, (6.6)

dσind(θ)

dω
= f(θ)f∗(π−θ)+f∗(θ)f(π−θ) (6.7)

と書けます．正にこの干渉断面積 (6.7)が，異種

粒子衝突と違い，本章の見出し通り散乱振幅 f(θ)

の位相に依存するのです．干渉効果には位相の

重要な役割がつきものです．

長距離力のため小角散乱の断面積が急に立ち

上がるとき，そこでは |f(θ)|≫ |f(π−θ)|ですか
ら干渉項 (6.7)は |f(θ)|2 に比べて小さいことが
分かります．小角散乱を起こす遠方衝突では「原

理的」に識別できようができまいが，どうせ遠く

離れているので事実上，区別できるという物理

効果の現れです．

式 (6.5)～(6.7)にはθとπ−θが対等に入ってい
ます．ξ=θ−π/2と置くと，これらすべての表式
が θ=π/2+ξとπ−θ=π/2−ξを対等に含む ξの

偶関数で，重心系微分断面積は θ=π/2 の左右

で対称です．ただ，これは識別不能性に依るわ

けではなく，衝突粒子同士が識別できるとした

dσdis(θ)/dωも θ=π/2の左右で対称です．単に同

一方向に出る同質量の散乱粒子と反跳粒子を検

出器が一緒に捕まえているだけの効果です．

実験室系では同種粒子弾性散乱の散乱角θL

は重心系 θの1/2です（第0.9節）．実験室系では

π/2以上の後方散乱はありません．単位立体角

当りの実験室系微分断面積 dσL(θL)/dωL は重心

系微分断面積の4 cos θL倍となり，9) θL=π/4の

左右に非対称ですが，単位散乱角 θL当りの微

分断面積 dσL(θL)/dθL=2π sinθL [dσL(θL)/dωL]

= 4π sin(2θL)[dσ(θ)/dω]なら対称です．

同種粒子衝突の境界条件(6.4)には入射波が二

つあります．衝突の数え方も異種粒子衝突と違

い散乱粒子と反跳粒子の両方を数えるので，衝

突回数に対し積分断面積は通常の倍になります．

したがって，積分断面積からレート定数を求め，

衝突頻度を出す際には最後に半減せねばならず，

また平均自由行程は 2倍する必要があります．7)

これを避けるため，積分断面積を 0≤ θ≤π/2だ

けの積分とする流儀もありますが，3, 10, 11) 本章

では文献 2, 5, 7)に従い，0≤θ≤πを採用します．

6.3 スピン0同士，1/2同士の衝突

干渉項 dσind(θ)/dωが現実の断面積にどう効く

のか，スピンの値ごとに考えます．話を単純に

するため，相互作用は球対称でスピンに依らな

いものとします．

スピンをもたない同種ボーズ粒子，例えばヘリ

ウム原子 4He(1s2)同士やアルファ粒子同士の弾

性衝突は最も簡単です．スピン波動関数χS(1, 2)

を考える必要がないのですから．ボーズ粒子な

ので 2粒子の交換に対し，つまり，変換 r→−r

に対しψ(r)は対称で，式 (6.6)で+符号を採用す

べきで，dσ/dω= dσ+/dωです．

具体例としてスピン0の原子核同士のクーロン

散乱を考えます．12) 付録6Aのクーロン散乱振幅

fC(θ)を式(6.6)に代入して+符号を採用すれば，

γ=1とした式 (6.2)が得られます．2, 3, 5) 式 (6.2)

のすぐ後では γ=1の例としてアルファ粒子同士

の衝突だけ挙げましたが，スピン0の同種点電荷

同士の衝突一般に使えるのです．なお，式 (6.2)

の大括弧内第1項，第2項は「識別可能」微分断面

積 (6.5)の直接項，反跳項に相当し，第3項が式

(6.7)の干渉項，「識別不能」項に相当します．

2粒子がスピンsをもてば，その合成スピンS

の波動関数χS(1, 2)が問題になります．その最も

簡単な場合としてs=1/2の粒子の2体系を扱い
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ます．電子，陽電子，陽子，ヘリウム原子同位体
3He(1s2)やその原子核がその例です．

ヘリウム原子の電子スピン状態を思い出し

ましょう．2電子とも上向きスピンの波動関数

χS(1, 2)= ↑↑，両方とも下向きスピンの ↓↓，逆
向きスピンの ↑↓+ ↓↑ は 2電子の交換に対し

対称な3重項（S=1，オルソヘリウム）を成し，

χS(1, 2)= ↑↓−↓↑は反対称な 1重項（S=0，パラ

ヘリウム）を成します．他のどんな s=1/2の粒

子2個でも合成スピン状態は同じです．

s=1/2はフェルミ粒子で，互いの交換に対し

ψ(r)χS(1, 2)は反対称なので，χS(1, 2)とは逆に，

ψ(r)は 1重項では対称，3重項では反対称です．1

重項なら式 (6.4)でψ+，式 (6.6)で dσ+/dω，3重

項なら ψ−，dσ−/dωを採用すべきです．13)

完全にスピン偏極した（全粒子のスピンが同方

向を向いた）気体中では3重項散乱しか起きず，

dσ/dω= dσ−/dωです．スピン偏極が全くなけれ

ば 1重項と 3重項の実現確率（統計重率）はスピ

ン多重度 2S+1の比1:3なので，重み付き平均は

dσ(θ)

dω
=

1

4

dσ+(θ)

dω
+

3

4

dσ−(θ)

dω

=
dσdis(θ)

dω
− 1

2

dσind(θ)

dω
(6.8)

となります．第二の等号の右辺を式 (6.6)から出

すとき，1重項と3重項の散乱振幅f(θ)が等しい

と仮定しました．これは一般には正しくありま

せんが，本節冒頭の仮定のもとに成り立ちます．

式 (6.8)は s=0のときに比べ，干渉項の係数に

−1/2がかかります．クーロン散乱なら γ=−1/2

としたモット断面積 (6.2)になります．

s=0の粒子対と s=1/2の粒子対につき式(6.2)

での識別不能効果 γdσind(θ)/dωと識別可能断面

積dσdis(θ)/dωの比を図17に示します．式(6.2)の

(C/E)kが干渉効果による顕著な振動の周期を決

めますが，図は 12C原子核（s=0）同士の 5MeV

での衝突に相当する (C/E)kを使っています．質

量が12Cの c倍，電荷 zeの粒子ならE=5c(z/6)4

MeVで図の曲線になります．例えば，電子なら

E=0.18eVで図の s=1/2の曲線になります．

図 17. クーロン散乱での同種粒子効果．モット
断面積(6.2)中の識別可能断面積に対する相対的
識別不能補正 γ [dσind(θ)/dω]/[dσdis(θ)/dω]．用
いたパラメータは12C(s=0)核同士の5MeVで
の衝突に相当．s=0につきこの効果をボルン近
似のクーロン散乱振幅で計算したものも示す．

正しいクーロン散乱振幅の代りにそのボルン

近似（付録6A）を式(6.6)で使っても，絶対値は

正しいので dσdis(θ)/dω は再現されます．でも，

本来あるべきθ依存の位相がなく，式 (6.2)の干

渉項で cos{(C/E)k log(tanΘ)}が 1に変わり，図

17に見られるように，振動のないのっぺらした

角分布になってしまいます．これが第 6.1節で触

れたクーロン散乱振幅の位相の重要性です．

6.4 一般のスピンの同種粒子衝突

一般のスピンsの場合でも，完全偏極気体中

の 2体衝突ではスピン波動関数 χS(1, 2)は必ず

対称ですから，ボーズ気体なら ψ(r)は対称で

dσ/dω= dσ+/dω，フェルミ気体なら ψ(r)は反対

称で dσ/dω= dσ−/dωです．

スピン偏極がないときは，2s+1個の合成スピ

ン状態 S=0,1, · · ·, 2sを対称状態と反対称状態
に分け，それぞれの統計重率を使えば平均断面積

dσ(θ)

dω
=

s+1

2s+1

dσ±(θ)

dω
+

s

2s+1

dσ∓(θ)

dω
(6.9)

を得ます．6, 8) 複号は上がボーズ粒子用で，対称

（反対称）な χS(1, 2)に対称（反対称）なψ(r)を対

応させたもの，下がフェルミ粒子用でその逆に

対応させたものです．式(6.6)を使い，2sが偶数

ならボーズ粒子，奇数ならフェルミ粒子である
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ことと第 6.3節冒頭の仮定に基づいて

dσ(θ)

dω
=
dσdis(θ)

dω
+ γ

dσind(θ)

dω
, (6.10)

γ = (−1)2s/(2s+1) (6.11)

とまとめられます．クーロン散乱振幅 (6A.1)を

式 (6.5)，(6.7)に代入して式 (6.10)に使うとモッ

ト公式 (6.2)が導けます．

偶数（奇数）角運動量状態はrの反転に対し対称

（反対称）なので，対称なf(θ)+f(π−θ)は偶数部
分波，反対称なf(θ)−f(π−θ)は奇数部分波だけ
で展開され，したがって，反対称なψ(r)の衝突で

はs波散乱は禁止されます．極低エネルギーでは

s波散乱以外はほとんど起こらず（第0.2節），対

称なψ(r)の衝突にほぼ限られます．同種ボーズ

粒子なら対称スピン関数，同種フェルミ粒子なら

反対称スピン関数のみ許されます．例えば，フェ

ルミ粒子である陽子同士のスピン依存3重項相互

作用を調べる衝突実験ではs波散乱が禁じられ，

低エネルギーでごく小さな p波断面積の測定が必

要です．14) 完全偏極フェルミ気体でも，χS(1, 2)

が対称なので s波散乱は起こりません．

干渉の強さは f(θ)と f(π−θ)との関係により千
差万別です．ただ，一つ言えるのは，sが小さい

ほど式 (6.11)の γ が大きく，干渉効果が強いこ

とです．さらに，角分布の対称中心である重心系

散乱角 π/2では式 (6.5)，(6.7)が簡単化され，

dσind(π/2)

dω
=
dσdis(π/2)

dω
= 2|f(π/2)|2 (6.12)

となります．識別可能断面積 dσdis(π/2)/dωは散

乱粒子，反跳粒子を一緒に測るので通常の微分

断面積の2倍で，s=0なら式 (6.11)により γ=1

なので識別不能効果による干渉項がこれをさら

に倍増し，s=1/2の dσ/dωなら γ=−1/2なので

半減させて |f(π/2)|2に戻します．
s波等方散乱のみの低エネルギー衝突では，π/2

でのこの関係がどのθでも，また積分断面積 σで

も成立します．識別可能断面積だけでなく，干

渉項も等方的です．E→0では |f(θ)|2の全立体角
に亘る積分は散乱長Aで4πA2と表せ（第0.2節），

σ+=16πA2（σの定義が半分なら 8πA2；第 6.2節

最後10)），また σ−=0です．

He(1s2)同士の弾性散乱で同位体を 4He+4He，
3He+3Heと選べばボーズ粒子同士，フェルミ粒

子同士で逆符号の干渉効果が微分断面積に見え，

また4He+3Heとすれば異種粒子衝突で干渉が消

えるはずです．ただ，他の効果に埋もれずにこれ

がはっきり見える条件を整えて現実に測るのは

相当難しいようです．積分断面積のエネルギー

依存性には干渉効果が確認されています．15)

6.5 同種粒子：古くて新しいテーマ

1930年代に確立されたこの同種粒子衝突論は，

原子核衝突の分野で多く論じられました．14) し

かし最近，ボーズ -アインシュタイン凝縮等に関

連して原子衝突で議論が盛んです（第9.13節）．10)

そこで興味があるのは極低温衝突なので等方散

乱で，角分布の干渉振動が関わるわけでもなく，

前節で述べたように定数係数をかけるだけで，そ

の意味ではそう楽しくもありません．しかし，同

種粒子3体衝突や，同種フェルミ粒子の2量体で

あるボーズ粒子二つの衝突等々，より複雑な系

が現実に問題となります．また，s波衝突が禁止

される縮退フェルミ気体では同種フェルミ粒子

同士の弱い p波衝突が話題になります。

基底状態の原子Aと励起原子A∗の衝突で

A+A∗ → A∗ +A (6.13)

と励起エネルギーがそっくり衝突相手に移り，同

じ励起状態ができる過程を共鳴（または対称）励

起移動と言います．16) ここまで述べてきた同種

粒子衝突 A+Aでは散乱粒子と反跳粒子が識別

不能でしたが，異種粒子衝突である共鳴励起移

動や共鳴（対称）電荷移行（移動）過程

A++A → A+A+ (6.14)

では反応したか弾性散乱かを区別できません．過

程 (6.13)，(6.14)でも同種核を二つ含み，その交

換に対する核スピン波動関数の対称性と，核間

距離ベクトルの反転に対する核間相対運動と電

子運動の波動関数の対称性をしっかり扱う必要
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があります．17, 18) また，電子-原子衝突では入射

電子と原子内電子との識別不能性を衝突系全体

の電子スピン状態に応じて適切に考慮しなけれ

ばなりません．19, 20)

付録 6A クーロン散乱振幅

クーロンポテンシャル V(r)=C/r による散乱

の散乱振幅 fCとそのボルン近似 fBC（第8.2節）は

fC(θ) = fBC (θ) exp{iΦ(θ)}, (6A.1)

fBC (θ) = −(C/4E) sin−2Θ, (6A.2)

Φ(θ) = −k(C/E) log(sinΘ)+η (6A.3)

と書けます．21−25) ここでΘ= θ/2, kは波数，η

は C/v（vは初期相対速度）により決まるある定

数です．ただし，散乱振幅の意味がふつうの散乱

とは少し違います．正しい波動関数の漸近形は

exp{ikz+ ik(C/2E) log(2kr sin2Θ)}

+fC(θ)
exp{ikr − ik(C/2E) log 2kr}

r
(6A.4)

です．いかに大きな rでも式 (6.3)には決して近

づきません．ふつうの散乱では漸近的には散乱

振幅だけが相互作用の効果を表しますが，クー

ロン散乱では散乱波の動径関数や入射波までも

相互作用の影響を受けるのです（第0.6節）．26)

付録 6B 同種粒子を交換した波動方程式

φ(r)がシュレーディンガー方程式

H(r)φ(r) = Eφ(r) (6B.1)

をすべての rで満たすならば，r→−rとした

H(−r)φ(−r) = Eφ(−r) (6B.2)

も成り立ちます．一方，同種粒子を交換してもハ

ミルトニアンは不変でH(−r)=H(r)ですから，

H(r)φ(−r) = Eφ(−r) (6B.3)

が導けます．これを式 (6B.1)と比べればφ(r)と

φ(−r)が共通のシュレーディンガー方程式を満た

すことが分かります．したがって，この二つの波

動関数のどんな線形結合もやはり同じシュレー

ディンガー方程式を満たします．
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7 量子論に速度はあるか?

－動きの速さを表す演算子，って

7.1 速度は位置の時間微分，か?

我々は頻繁に速度を使って衝突を論じます．質

量mPの粒子が速度vLで質量mTの静止粒子に

ぶつかるとき，重心の速度vcmや衝突後の2粒

子の速度v ′
L，v

′′
Lの間にどんな関係があるか，こ

れらは重心系ではどうなるか（第0.9節，図8），重

心系から実験室系への散乱角や微分断面積の変

換に粒子速度がどう関わるか（同節，図9）は衝突

論の基礎です．1−4) 粒子速度はその他多くの場

面でダイナミクスの理解に必須です．でもこれ，

実は古典粒子を頭に描いてはいませんか ?

霧箱実験で観測される粒子の鋭い飛跡，あれ

こそ正に明確な位置と速度を同時に持った古典

粒子の運動の紛れもない証拠でしょう．

古典論なら時間の連続関数である位置座標 r(t)

の時間微分が速度です．一方，量子論の物理量，

観測値は演算子とその期待値で表されるのです．

でも，「速度演算子」なんて，授業で習いました ?

古典論から類推すれば，位置演算子の時間微

分を速度演算子とすべきでしょう．時間微分の計

算には連続関数 r(t)を明確に決める必要があり

ます．ところが，量子論には不確定性原理があり

ます．位置 rを明確に決めれば運動量pは全く決

まりません．運動エネルギー演算子は運動量演

算子 p̂と粒子質量mで p̂2/2mと書けるので，運

動エネルギーEは p2/2m=|p|2/2mです．pが決
まらなければEも決まりません．衝突論で速度

を使おうとすれば，運動量pも衝突エネルギー

Eも指定できなくなります．逆に，pやEを指定

すれば粒子の現在位置を点で示すこともできな

いし，速度も決まりません（第7.2節）．

さらに，量子論の粒子はその位置の測定によ

り乱されて状態を変えます．微小時間後に再び

位置を測っても，すでに状態が変わっているの

ですから，測定結果に基づいて無理に決めた位

置の時間微分には意味がありません（第7.7節）．

衝突過程，散乱現象を速度の概念なしに理解

せよとは大きな制限です．速度に基づく考察の

ためには量子論を捨て，古典論に戻らねばなら

ないのでしょうか．でも，世にある教科書，論文

には速度を用いた衝突過程の量子論的議論がい

くらでもあります．衝突論を学び始めた頃，皆

さん，これには悩んだのではないでしょうか．

7.2 粒子性を表せる波動方程式

　z方向の自由運動を表す平面波 ψk(z)= eikzは

固有値 p=(px,py,pz)= (0,0, h̄k)をもつ運動量

演算子 p̂の固有関数です．勝手な向きの波数ベ

クトルk=(kx,ky,kz)をもつ平面波ψk(r)= eik·r

= eikxxeikyyeikzz は固有値 p= h̄kをもつ運動量

固有関数です．これらは固有値

E = p2/2m = h̄2k2/2m (7.1)

をもつ運動エネルギー演算子 T̂ =−(h̄2/2m)∇2

の固有関数でもあり，次の自由運動の時間非依

存シュレーディンガー方程式を満たします：

T̂ψk(z) = Eψk(z), T̂ψk(r) = Eψk(r). (7.2)

平面波はあいまいさのない 3次元運動量 pを

表すのですから，不確定性原理により，無限に広

い位置空間内のどこにいるか全く決まりません．

実際，確率密度に比例する |eikz|2や |eik·r|2は 3

次元空間内のどこでも等しく 1です．どこにいる

か決まらなければ，存在位置の時間微分として

の速度はもちろん決まりません．

しかし，元々，量子論が生まれたのは，光や物

質が波動性と粒子性を併せもつという実験事実

を古典論では説明できなかったからです．です

から，量子論の波動方程式は古典的な粒子性を

も表せるように工夫されており，何らかの意味

で粒子の速度という概念を取り出せるはずです．

当時，新たに構築されるべき波動理論，量子力

学はその何らかの極限が古典論でなければなら

ないというボーアの提唱，「対応原理」がありま

した．古典論との関係が注目され，空間や時間

の狭い領域に局在する波動関数のかたまり，い

わゆる波束（wave packet）の運動を古典粒子の運

動に対応させるべきだと考えられました．現実

にこの対応が見られる簡単な例を第7.3節で，ま
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た量子力学をニュートンの運動方程式に結び付

けるより具体的な定理を第7.4節で示します．

波動関数のかたまりを数学的にフーリエ展開

すれば，いろいろな運動量 pや周波数 ν，した

がってエネルギーE=hνをもつ波の重ね合せに

なることが分かります．そこで，波束を表せるよ

うにするため，量子論の波動方程式はこの重ね

合せ，数学的には線形結合（1次結合）を許すよ

うに構築すべきだと考えられました．5) 自由運動

の時間依存シュレーディンガー方程式

ih̄
∂Ψ(r, t)

∂t
= T̂Ψ(r, t) (7.3)

は正にそのように設計されています．つまり，p

もνもEも含まない線形方程式なので，異なる

p，ν，Eの運動を表すいくつかの波動関数がこの

方程式を満たせば，それらのどんな 1次結合も，

したがって1次結合で表されるどんな波束も同じ

方程式を満たします．ポテンシャルエネルギー

演算子 V̂ を加えたハミルトニアン Ĥについての

一般のシュレーディンガー方程式

ih̄
∂Ψ(r, t)

∂t
= ĤΨ(r, t)= (T̂+V̂ )Ψ(r, t) (7.4)

も同じく波動関数の重ね合せを許します．

重ね合せで広がり∆rの波束を作れば空間内の

位置rを各時点でそこそこの精度∆rで決められ，

速度もそこそこの精度で決まるでしょう．この

とき，運動量 pを精確に指定することは諦めざ

るを得ません．不確定性原理∆z∆pz>h̄（および

x，y成分の式）で許されるそこそこの精度∆pで

しか pが決まらないからです．その程度の範囲

に亘って分布した運動量成分を重ね合せて初め

て∆r程度の波束が作れるのです．

∆z∆kz ∼ ∆z∆pz/h̄ ∼ 1, (7.5)

および同様な x，y成分の式を満たす範囲∆kに

亘る波数ベクトルkの平面波を重ね合せるとやっ

と∆rほどに絞った波束が作れるのです．

波束の時間変化を調べるため，時間非依存方

程式(7.2)を満たす平面波ψk(r)に時間依存因子

αE(t)=e
−iEt/h̄をかけてみます：

Ψk(r, t) = αE(t)ψk(r) = ei(k·r−Et/h̄). (7.6)

変数 t，rが分離された形式のこの時間依存平面

波が自由運動の時間依存シュレーディンガー方程

式(7.3)を満たすことは，第3.3節，式 (3.12)の下

の一般論から直ちに分かります．

時間依存平面波(7.6)に適当な係数 c(k)をかけ

てkの狭い範囲∆kに亘り重ね合せ，

Ψ(r, t) =

∫
∆k

c(k)ei(k·r−Et/h̄)dk (7.7)

とすればある広がり∆rの波束が作れます．6−8)

7.3 波束が動く群速度

簡単な波束モデルを試します．わずかに異なる

波数 k=k±=k±∆k，したがってエネルギーE±

=E±∆E= h̄2k2±/2mをもつ二つの1次元平面波

Ψk(z, t)=e
i(kz−Et/̄h) の重ね合せΦ(z, t)を作り，

その虚部（実部でも結論は同じです）に公式 sin 2x

+sin 2y=2 cos(x−y) sin(x+y)を使うと

ImΦ(z, t)

= Im[ei(k+z−E+t/̄h) + ei(k−z−E−t/̄h)]

= sin(k+z−E+t/̄h) + sin(k−z−E−t/̄h)

= F (z, t) sin(kz−Et/̄h), (7.8)

F (z, t) = 2 cos{(∆k)z− (∆E)t/̄h} (7.9)

を得ます．z，tの変化とともに振動する式(7.8)の

sin関数にかかる振幅F (z, t)は，小さい∆kを選

べば∆Eも小さいのでゆっくり変動します．その

有様を zの関数として図18に示します．

図の一つ一つのかたまりを波束と見なせます．

かたまりが一つだけでなく無数にあるのは，たっ

た二つの平面波の重ね合せという単純なモデル

の限界ですが，物理の本質は表しています．一

つの波束の広がり∆zは，式 (7.9)で zが∆zほど

増えると振幅F (z, t)の cos関数の位相がπラジア

ン増えて |F (z, t)|のある最小点から次の最小点
まで進むという条件により∆k∆z∼πを満たし

ます．これは不確定性原理(7.5)を表します．

各波束の頂点では振幅(7.9)の cos関数の位相

がπの整数倍になり，例えば位相ゼロの頂点は

z =
∆E

h̄∆k
t ≃ dE

d(h̄k)
t =

h̄k

m
t =

p

m
t (7.10)
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と動きます．式(7.9)により，すべての波束が崩

れずに等距離で全体として進んでいきます．

式(7.10)はこれらの波束が一定の群速度

vg = h̄k/m = p/m (7.11)

でz軸正方向に進むことを表します．正に古

典論の自由運動そのものです．一方，時間依

存平面波Ψk(z, t)の位相のゼロ点は z=Et/(h̄k)

= (h̄k/2m)tと動きますから，位相速度は群速度

の半分になります．

図18. 式(7.8)の波束モデルF (z,t)sin(kz−Et/̄h)．
∆z∆p∼πh̄を満たす空間広がり∆zの各波束が
速度 vg = p/m= h̄k/mで z軸の正方向に進む．

あいまいさ∆p= h̄∆kをもつ運動量 p= h̄kの

時間非依存平面波を時間依存描像に焼き直せば，

大きさ∆zのかたまりが一定速度 p/mで動くこ

とを表すというわけで，古典論に似て，運動量

の本質は速度だと言えます．ただ，これは位置と

不確定性関係にある量子論的速度で，位置を明

確にすればするほど不明確になる速度なのです．

もっと一般の波束(7.7)を使っても同じ結論が

導けます．散乱波動関数の漸近形を頭に置き，大

きな rを考えます．式(7.7)の被積分関数は漸近

領域では kの変化とともに激しく振動し，積分

するとほとんどゼロになります．例外は位相が

k の関数として停留値を取る辺りで，そこでは

d(k·r−Et/̄h)/dk≃0です．z軸を波数ベクトルk

の向きに選んでやればk·r=kzなので，この停留
条件から式(7.10)が導かれます．9) すなわち，式

(7.7)で表される波束は，少なくとも大きな rで

は群速度(7.11)で等速直線運動をします．

7.4 量子論から導くニュートン方程式

相互作用下の時間依存波動方程式 (7.4)を満た

すΨ(r, t)が波束を表すなら規格化でき，位置の

期待値 r̄= ⟨r̂⟩=
∫
Ψ∗rΨdrも運動量の期待値 p̄

=⟨p̂⟩も決まり，その間には古典論に似た関係

dr̄/dt = p̄/m (7.12)

が成り立ちます．10−12) まず，この式の z成分

dz̄

dt
=
p̄z
m

=
1

m

∫
Ψ∗
(
−ih̄ ∂

∂z

)
Ψdr (7.13)

を証明します．波動方程式(7.4)を使い，時間微

分をハミルトニアン Ĥ で書き直せば

dz̄

dt
=

d

dt

∫
Ψ∗zΨdr

=

∫ [
∂Ψ∗

∂t
zΨ+Ψ∗z

∂Ψ

∂t

]
dr

=
i

h̄

∫
[(ĤΨ)∗zΨ−Ψ∗zĤΨ]dr

=
i

h̄

∫
Ψ∗[Ĥz−zĤ ]Ψdr (7.14)

を得ます．最後の行は Ĥのエルミート性を使っ

て導きました（第2.2節）．さらに，Ĥ = T̂+V̂のV̂

の部分が打ち消し合うことと微分関係式

∇2(zΨ) = (∇2z)Ψ+2(∇z)·(∇Ψ)+z∇2Ψ

= 2
∂

∂z
Ψ+z∇2Ψ (7.15)

を使うと，
i

h̄
[Ĥz−zĤ ] =

i

h̄
[T̂z−zT̂ ]

=− ih̄

2m
[∇2z−z∇2] =− ih̄

m

∂

∂z
=
p̂z
m

(7.16)

となり，これを式(7.14)に使えば式(7.13)が証明

されます．x成分，y成分の式も同様に導けます．

さらに，証明は省きますが，

m
d2r̄

dt2
=
dp̄

dt
=−⟨∇V̂ ⟩ = ⟨F̂ ⟩ (7.17)

も示せます．10−12) F̂=−∇V̂ は力の演算子です．
波束が鋭く，その範囲内でポテンシャル勾配 F̂ (r)

がほぼ一定なら r= r̄での値で代表でき，

m
d2r̄

dt2
=−∇V (r̄)=F (r̄). (7.18)

これは，鋭い波束の運動はニュートン（Newton）

の運動方程式に従うという対応原理を表します．
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F̂ (r)の僅かな r依存性を扱うにはρ=r− r̄の

べき級数に展開すればよく，その初項が式 (7.18)

です．次の項は ρに比例しますが，その期待値

は ⟨ρ⟩=⟨r− r̄⟩= r̄− r̄=0と消えます．ニュート

ン方程式 (7.18)の誤差の期待値は r− r̄について

2次の微小量で，非常に小さいのです．12)

式(7.12)と(7.17)または(7.18)を「エーレンフ

ェスト（Ehrenfest）の定理」と呼びます．10−12) 量

子論の鋭い波束は同じ相互作用を受ける古典粒

子とほとんど同じ運動をすることを証明する重

要な定理です．第7.1節で触れた霧箱の飛跡もこ

れで納得がいきます．高エネルギー粒子を表す

波束は鋭いことがミソです．

7.5 ぼやけていく波束

自由運動の線形波動方程式(7.3)を満たす，波

数がわずかに異なる解二つを重ね合せて得られ

た図18の無限個の波束群は，時間が経過しても

形を変えずに全体としてz方向に動き続けます．

しかし，幅∆p/mに亘る多くの異なる速度成分

を含むもっとそれらしい単一ピークの波束では，

各成分がばらばらに動いて広がってしまいはし

ないでしょうか．少し具体例を調べてみます．

標準偏差σを∆z，∆pzとして採用しましょう：

(∆z)2 = σ2(z) = ⟨(ẑ − z̄)2⟩,
(7.19)

(∆pz)
2 = σ2(pz) = ⟨(p̂z− p̄z)2⟩.

すると，必ず不等式∆z∆pz ≥ h̄/2が成り立つこ

とが数学的に証明できます（第7.8節）．13−15)

z= z0に中心をもつガウス型振幅の平面波

Ψ(z, t=0) = C exp

[
−(z − z0)

2

4ζ2

]
eikz (7.20)

を時刻 t=0で用意してみます．これは何の変哲

もなさそうに見えて，実は積∆z∆pzが最小値 h̄/2

になる特別な波束で，8,13,15,16) 最小波束と呼び

ます．13) 規格化定数は C=（2πζ2）−1/4です．式

(7.20)による期待値，標準偏差は次のようになり

ます（添え字 0は t=0での値という意味です）：

⟨ẑ⟩0= z0, (∆z)0= ζ,
(7.21)

⟨p̂z⟩0=kh̄=pz, (∆pz)0= h̄/2ζ.

初期条件(7.20)で z0=0と選び，そこから自由

運動の時間依存波動方程式(7.3)により時間発展

させてみると，時刻 tでの確率密度分布は

|Ψ(z, t)|2∝ exp

[
−(z−pz t/m)2/2

{(∆z)0}2+{(∆pz)0 t/m}2

]
(7.22)

となります．13, 16) これを性質(7.21)をもつ初期波

束(7.20)の形と比べると次のことが分かります：

1)波束のピーク位置，したがって期待値 z̄は一

定速度 pz/m= h̄k/mで正方向に動きます．これ

は群速度(7.11)と同じです（図19）．

2) 始め(∆z)0であった波束の幅が正負どちら

に時間が経っても広がります．(∆z)0が小さけれ

ばほぼ一定速度(∆pz)0/mで広がります（図19）．

自由運動でも波束は徐々にぼやけて粒子性を

失い，位置の期待値は等速直線運動をしても期

待値の実質的意味が薄れていきます．17)

図 19. 初期波束(7.20)の自由運動による時間発
展(7.22)．ピーク位置は速度 pz/m=h̄k/mで等
速直線運動をし，幅の増加率は∼(∆pz)0/m．

7.6 時間非依存衝突論での速度

時間非依存ハミルトニアンĤで定義される時

間非依存波動方程式 Ĥψ=Eψを波動関数ψ(r)

が満たせば，式 (3.12)の時間依存波動関数Ψ(r, t)

=ψ(r)e−iEt/h̄が時間依存波動方程式 (7.4)を満た

すことを第3.3節で証明しました．

その事実と，波束の運動量広がり∆pが非常に

小さな時間依存波動関数はほとんど単一の p，E

をもつと言えることから，その波動関数が表す

時間依存衝突問題は時間非依存波動関数ψ(r)を

求める問題に帰着できることが分かります．∆p

が小さければ，波束は空間的には非常にぼやけ

ています．しかし，いかにぼやけようとも，期
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待値 r̄，p̄さえはっきり決まればエーレンフェス

トの定理(7.12)によりp̄/mが速度を意味します．

時間非依存問題は極限∆p→0での話ですから，

この速度は p̄/m→ p/mと理解できます．

速度のこの物理的考察に基づき，時間非依存

衝突論でv=p/mと書き，これを「速度」と呼び

ましょう．すると，この「速度」は古典論の速度と

同じ諸関係式，実験室系と重心系での運動エネ

ルギー，運動量ベクトル，散乱角，微分断面積の

関係式を満たし，例えば，古典論・量子論共通の

図8，9が導けます．それは，これらの関係式が，

量子論でも古典論と同じ形で成り立つ運動量保

存則，エネルギー保存則（付録7A）と座標系の変

換式から導かれるからです．

この「速度」の本質は運動量であり，位置座標

と不確定性関係にあること，この「速度」を精度

良く指定すれば位置はほとんど決まらないこと

さえ肝に銘じれば，古典論の速度が満たす式を

そのまま使えます．入射粒子や散乱粒子は散乱中

心から巨視的な距離離れた遠方で測定され，そ

の位置は微視的にはごくあいまいに知るだけで

よく，運動量を十分な精度で指定できます．以

上の考察を踏まえて初めて速度を使った時間非

依存量子論を安心して展開できるのです．

ちなみに，座標変換は単なる変数変換で，観測

値の変換ではないので，位置が決まらなくても

付録7Bの座標変換に何ら問題はありません．

結論として，不確定性原理の制限内で位置 rも

運動量pもある精度で決めつつ波束の時間発展

を追えば，速度概念を表す dr̄/dtは式(7.12)によ

り p̄/mに等しく，その∆p→0，∆r→∞への極
限として時間非依存量子論でp/mをvと書けば，

古典的速度が満たす諸式をそのvも満たします．

むろん，単に古典関係式を再現するというだけ

では量子論的実体が動く速さを意味しません．定

理(7.12)により初めてこの「速度」の意味が分か

るのです．̂p/mを速度演算子 v̂と解釈すれば物理

的に妥当な理論を構成できます．

これでこの章の本論は終えますが，以上の議

論に関わる話題を次の2節で取り上げます．

7.7 演算子の時間微分はくせ者

ランダウ-リフシッツは「速度演算子dr̂/dt」が

dr̂/dt = p̂/m (7.23)

を満たすと言います．18) 彼らはまず

dΩ̂/dt = (i/̄h)[ĤΩ̂− Ω̂Ĥ] (7.24)

が時間 tを含まない演算子Ω̂に対して成り立つと

言います．19)（実は時間を含む一般の演算子を論

じているのですが，ここでは tを含まない場合に

話を限ります）．この Ω̂を ẑとし，式(7.16)を使

えば式(7.24)の右辺は p̂z/mに等しく，x̂，̂yにつ

いても同様にして式(7.23)が出ると言います．18)

でも，式(7.23)，(7.24)はなんか変ですよ．ラン

ダウ-リフシッツだからとやみ雲に受け売りしな

いことです．Ω̂が tを含まなければ dΩ̂/dtはゼロ

でしょ ? それに，一般に，物理量の測定により

物理系は乱されて量子状態を変えてしまうんで

しょ ? 同じ物理系の同じ物理量を微小時間後に

再び測っても，最初の測定による乱れがあれば，

測定値の時間変化など何の意味もないのでは ?

例えば，ある時刻 tにある系の位置 r(t)を精確

に測れば，不確定性関係により「速度」p/mは

完全に不確定になり，微小時間 δt後の位置 r(t)

+(p/m)δtは全く決まりません．18)

ただ，同等で独立な物理系を多数使えば，時間

に依存する平均値⟨Ω̂⟩やその時間微分を決めるこ
とができます．ランダウ-リフシッツは，古典論

と同じような物理量の時間微分の概念を量子論

に持ち込むことはできないと述べて議論を始め

ます．19) そして，量子論では，ある演算子Âの期

待値がΩ̂の期待値の時間微分に等しければこの

ÂをdΩ̂/dtと呼ぶぞ，つまり

⟨dΩ̂/dt⟩ = d⟨Ω̂⟩/dt (7.25)

が時間微分演算子dΩ̂/dtの定義だぞと宣言して

しまいます．19) あくまでも期待値を通じた便宜

的な言葉遣い，約束です．Ω̂が tを含まなくても，

波動関数が時間に依れば期待値も時間依存で，こ

のdΩ̂/dtなら一般にゼロでありません．この定義

では，まるで純粋な演算子関係式かのように見え

る式(7.23)の本当の意味は，期待値の関係を表す
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エーレンフェスト定理(7.12)そのものなのです．

式(7.24)も期待値間の関係式を簡便記法で表し

たに過ぎません．教科書の上っ面だけを安易に

拾い読みすると，とんでもない誤解に陥ります．

以下で説明するΩ̂Hが満たすハイゼンベルグ

（Heisenberg）の運動方程式

dΩ̂H/dt = (i/̄h)[ĤΩ̂H − Ω̂HĤ] (7.26)

は式(7.24)と瓜二つです．20, 21) これは解析力学

の運動方程式に似ており，量子力学と古典力学

の対応の解析に役立ち，演算子の交換関係の物

理的意味や不確定性原理の議論等々に発展する

重要な式です．ただし，これを最初に書いたのは

ハイゼンベルグではないそうです．22)（ニュート

ン力学も実は50年後のオイラーに帰するとか !）

以下，多少上級編ですが，考え方の概略だけ

解説します．20, 21) Ĥは時間非依存とし，時間依

存波動方程式(7.4)を満たすΨ(r, t)を時刻 0から

tまで発展させる演算子を Û+，tから 0に戻す演

算子を Û−とします．つまり，変数 rを省略すると

Ψ(t) = Û+Ψ(0)，Ψ(0) = Û−Ψ(t) (7.27)

です．すると，どんなΨ(t)，Φ(t)に対しても∫
Ψ∗(t)Ω̂Φ(t)dr=

∫
Ψ∗(0)Ω̂H(t)Φ(0)dr, (7.28)

Ω̂H(t) = Û−Ω̂ Û+ (7.29)

が証明できます．20, 21) これは，時間発展演算子

Û±を波動関数部分から演算子部分に移し，Ω̂の

ハイゼンベルグ表示と呼ばれる Ω̂Hに時間依存

性をすべて押し付け，時間を含まない波動関数

Ψ(0)，Φ(0)を使った積分表式に書き換えたのです．

この形なら，全体の時間微分は積分内の演算

子 Ω̂H(t)の時間微分だけに担われ，（それが観測

量を表すか否かは別として）dΩ̂H(t)/dtが演算子

として明確な意味をもちます．式(7.24)左辺の見

かけ倒し演算子dΩ̂/dtとは性格が全く違います．

さらに，時間依存波動方程式(7.4)を形式的に解

けば Û±= e∓iĤt/̄h も証明でき，これを式(7.29)

に代入して時間微分すれば運動方程式(7.26)が

得られます．20, 21) これは期待値関係式(7.24)と

違い，完全な演算子関係式です．ランダウ-リフ

シッツもこの違いに注意を促しています．21)

7.8 ハイゼンベルグ後の不確定性関係

ここまでの不確定性関係の議論は，従来の多

くの教科書と足並みをそろえ，多少あいまいな

表現に従ってきました．この節では，最近の認

識を踏まえ，少し立ち入った解説を行います．

量子系の物理量Aを観測すれば，観測装置が

直ちにその量子系を乱し，Aと特別な関係にある

物理量Bを不確定にします．ハイゼンベルグは

種々の思考実験を精査し，いくつかの組み合せ

A，Bにつき，Aの測定精度（誤差）ε(A)とBの乱

れの大きさ η(B)にはプランク定数hにより

ε(A)η(B) > h (7.30)

と表される関係があると提唱しました．14, 23) こ

れをハイゼンベルグの不確定性原理または不等

式と呼びます．ただし，hが厳密な下限というの

ではなく，ほぼそのくらいは上回るという大雑

把な不等式で，̄hとしても構いません．

典型的な例が γ 線顕微鏡による粒子の位置の

測定です．位置xを精度 ε(x)で決めるには波長

λ<ε(x)程度の光を粒子に散乱させる必要があり

ます．そのとき，その光子がもつ運動量 h/λ程

度の乱れ η(px)を粒子のx方向の運動量 pxに与え

てしまうため，ε(x)η(px)>hが結論されます．

逆に，励起原子が放出する光の周波数に現れ

るドップラー効果から原子の運動量を決める思

考実験による位置の乱れを調べると，xとpxが入

れ替わった不等式 ε(px)η(x)>hが導けます．23)

xとpy，yとpx等々，異なる方向の位置座標と

運動量成分については，互いに乱れを生みません．

もう一つの例は，ある軌道を回る粒子の角度

位置 ϕの測定が軌道面に垂直な角運動量成分 Jz

に与える乱れ，あるいは Jzの測定が ϕに与える

乱れです．どちらも，測定精度と乱れの大きさ

の積はhや h̄よりあまり小さくできません．

以上と全く異質なのが，各物理系に固有の物

理量でもなく，妥当な演算子で表せもしない時間

が関わるエネルギーとの不確定性関係です．これ

はかなり難しい問題で，量子論の初期から最近

に至るまで種々の議論の歴史があります．24) 時
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間差∆tである系のエネルギーを 2回精確に測っ

ても h̄/∆tほどの不一致は避けられない，短い

時間間隔で測定してもエネルギーはほとんど決

められないことをランダウ-リフシッツは示して

います．25) 寿命 τ で崩壊する共鳴状態のエネル

ギー測定にそれ以上の時間をかけられないので，

そのエネルギー準位には h̄/τ ほどのあいまいさ，

共鳴幅が避けられません（第9章）．また，単位時

間当りレート γ で電磁波を自然放出して基底状

態に落ちる励起状態のエネルギー準位には自然

幅 h̄γほどのあいまいさが避けられません．26)

一つの物理系につき，ある精度での 1回の観

測とそれによる乱れの関係を表すのが不確定性

原理(7.30)です．一方，これに見かけは似ていて

も明らかに物理的意味が違う不確定性関係があ

ります．ある特定の量子状態 ψにある同等で独

立な多数の物理系につき，演算子Âで表される

物理量Aを精確に測定すると，測定値には ψ特

有の分布があり，その平均値は期待値 ⟨Â⟩ψにな
ります．一般に分布のゆらぎ（幅）を表す標準偏差

σ(A) = ⟨(Â−⟨Â⟩ψ)2⟩
1/2
ψ (7.31)

は二つのエルミート演算子Â，B̂につき，不等式

σ(A)σ(B)≥ 1

2

∣∣∣⟨ÂB̂− B̂Â⟩ψ
∣∣∣ (7.32)

を満たすことが量子論と無関係に，純粋に数学

的に証明できます．13−15,27,28) もしもÂ，B̂が先

に述べたxとpxのように互いに不確定性関係に

あれば，付録7Aの式 (7A.2)により式(7.32)の右

辺は h̄/2になり，ハイゼンベルグ不等式(7.30)

に形式上，似ています．Â，B̂が不確定性関係を

もたなければ右辺はゼロです．でも，式(7.32)は

あくまでも分布の幅に関する関係で，測定精度

εや乱れ ηには関係がないにも拘わらず，しばし

ばこれが物理的な不確定性原理(7.30)を数学的

に保証するかのように誤解されています．

最近，ブランシアール（Branciard）が不等式

ε(A)σ(B)+σ(A)η(B)≥ 1

2

∣∣∣⟨ÂB̂−B̂Â⟩ψ
∣∣∣, (7.33)

および，さらに強い不等式も提唱しました．29, 30)

実は，この左辺にさらに正である式(7.30)の左辺

を加えた不等式を小澤が提案していましたが，式

(7.33)はその上を行くわけです．この分野では，

小澤の一連の研究に刺激され，測定誤差や乱れ

の厳格な定義法の議論，各不等式の成立条件の

吟味，ハイゼンベルグ不等式が破れる例，各種

実験的検証の検討等々の研究が進みました．30)

不確定性関係に関わる研究は，ミクロの世界

をどこまで詳細に知ることができるかという基

本的な問題として，また量子情報通信など応用

分野にとっても重要です．

付録 7A エネルギー保存，運動量保存

　時間に依らず不変な量子論的物理量（保存量）

を演算子の交換関係を使って議論します．時間

を含まないある物理量演算子 Ω̂とハミルトニア

ン Ĥとが可換，つまり Ĥ Ω̂=Ω̂Ĥが成り立つと

します．このとき，式(7.24)，(7.25)から，時間

依存波動方程式(7.4)を満たすΨについての期待

値 ⟨Ω̂⟩Ψ=(Ψ, Ω̂Ψ)が時間に依らないこと，保存

量であることが分かります．19, 20)

外部から何の力も受けないか，または時間に

依らない外場しか受けていない系のハミルトニ

アンĤは時間を含みません．したがって，̂Ω= Ĥ

とすれば，エネルギー保存則が示されます．

次に，粒子 i=1, 2,… から成る系に関する波

動関数ψ(r1, r2,…)にすべての粒子を同一微小量

δrだけ移動させる演算 Ôを施してみると，

Ôψ(r1, r2, · · ·) = ψ(r1+δr, r2+δr, · · ·)
≃
[
1+δr ·

∑
∇i

]
ψ(r1, r2, · · ·) (7A.1)

と書けます．31) 全粒子を等距離移動してもハミ

ルトニアンは不変なので Ô(Ĥψ)=Ĥ(Ôψ)，した

がって物理量 Ôは保存量で，
∑
∇iに比例する系

の全運動量も保存量だと分かります．31)

なお，Ĥψn=EnψnならĤと可換な Ω̂につき

Ĥ (Ω̂ψn)=Ω̂(Ĥψn)=En (Ω̂ψn)となり，Ω̂ψnは

固有値EnをもつĤの固有関数で，ψnの定数倍な

ので，ψnは Ω̂の固有関数でもあります．ただし，

Enが縮退していれば Ω̂ψn∝ψnとは限りません．
その場合でも，縮退準位の適当な線形結合によ

りΩ̂の固有関数を作れます．32) こうしてĤとΩ̂

が共通の固有関数群をもち，Ω̂が表す物理量をエ
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ネルギーと同時に測定できることが分かります．

同じことがどんな可換な二つの物理量演算子に

ついても成り立ちます．32)

逆に，不確定性関係のために同時測定ができ

ない xとpx等，第7.8節で述べたいくつかの物理

量の組み合せについては交換関係

[Â, B̂ ] = ÂB̂− B̂Â = −ih̄ (7A.2)

が導かれます．14, 15, 20, 33) cA，cBを勝手な定数と

すると [Â−cA, B̂−cB] = [Â, B̂ ]が示せるので，

量子状態 ψによる Âの期待値 ⟨Â⟩ψを cA，B̂ の

期待値を cBとして採用すれば，

[Â−⟨Â⟩ψ, B̂−⟨B̂⟩ψ] = −ih̄ (7A.3)

も成り立つことが分かります．

付録 7B 重心運動と相対運動

質量m1，m2の粒子それぞれの重心の位置座標

を r1，r2，相対距離を r=r1−r2，2粒子の重心座

標をR，さらに各位置座標に対応する運動量演

算子を p̂1，̂p2，̂p，P̂，運動エネルギー演算子を

T̂1，T̂2，T̂r，T̂Rと書き，M=m1+m2とします．

R，rの直交座標成分は

X= (m1x1+m2x2)/M, x= x1−x2 (7B.1)

等と書け，この変数変換により1階偏微分は
∂

∂x1
=
∂X

∂x1

∂

∂X
+
∂x

∂x1

∂

∂x
=
m1

M

∂

∂X
+

∂

∂x
,

∂

∂x2
=
∂X

∂x2

∂

∂X
+
∂x

∂x2

∂

∂x
=
m2

M

∂

∂X
− ∂

∂x

となります．これらの和は ∂/∂Xですから

p̂1x+ p̂2x = −ih̄
(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
= −ih̄ ∂

∂X

= P̂x

が導け，これと y，z成分の式をまとめれば運動

量演算子の変換式

p̂1+ p̂2 = P̂ (7B.2)

が得られます．2階偏微分も同様にして
∂2

∂x21

=

(
∂X

∂x1

)2 ∂2
∂X2

+2
∂X

∂x1

∂x

∂x1

∂2

∂X∂x
+

(
∂x

∂x1

)2 ∂2
∂x2

=

(
m1

M

)2 ∂2
∂X2

+2
m1

M

∂2

∂X∂x
+

∂2

∂x2
,

∂2

∂x22

=

(
∂X

∂x2

)2 ∂2
∂X2

−2
∂X

∂x2

∂x

∂x2

∂2

∂X∂x
+

(
∂x

∂x2

)2 ∂2
∂x2

=

(
m2

M

)2 ∂2
∂X2

−2
m2

M

∂2

∂X∂x
+

∂2

∂x2

と書けることを使えば，

− h̄2

2m1

∂2

∂x21
− h̄2

2m2

∂2

∂x22
= − h̄2

2M

∂2

∂X2
− h̄2

2µ

∂2

∂x2

が導けます（µ=[m−1
1 +m−1

2 ]−1は換算質量）．同

様な y，z成分の式もまとめれば各運動自由度が

T̂ = T̂1+ T̂2 = T̂R+ T̂r (7B.3)

と分離されます．式(7B.2)，(7B.3)は古典的物理

量の関係式と同じ形を取ります．

それぞれの粒子の内部運動のハミルトニアン

を ĥ1，̂h2，2粒子間の相互作用を V̂ とすると，2

粒子系のシュレーディンガー方程式は

EtotΦ=[(T̂1+ ĥ1)+ (T̂2+ ĥ2)+ V̂ ]Φ

=[T̂R+ Ĥr ]Φ, (7B.4)

Ĥr = T̂r+ ĥ1+ ĥ2+ V̂ (7B.5)

と表せます．

2粒子系が外から力を受けなければ相互作用 V̂

はRには依らず，演算子 T̂R，Ĥrは別々の変数で

定義され，これらが表す運動は互いに分離され

るはずです．そこで，重心運動と相対運動を表

すシュレーディンガー方程式

T̂Rϕ = Ecmϕ, (7B.6)

Ĥrψ = E12ψ, (7B.7)

を満たす解ϕ，ψを考えます．その積は

[T̂R+Ĥr ]ϕψ = (T̂Rϕ)ψ+ϕ(Ĥrψ)

= (Ecm+E12)ϕψ, (7B.8)

と全 2粒子系の方程式(7B.4)を満たします（Φ=

ϕψ）．全エネルギーEtotは重心の運動エネルギー

Ecmと（両粒子の内部エネルギー ε1，ε2を含む）

相対運動の全エネルギーE12の和になります．

重心運動(7B.6)は自由運動ですから，その運動

エネルギーEcmも運動量Pも一定不変です．し
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たがって，式(7B.2)により粒子1，2の運動量の

和 p1+p2は古典論と同じく保存されます．また，

2粒子の衝突による内部状態の遷移に必要なエネ

ルギー移動は，エネルギーE12 (=E+ε1+ε2)を

保存しつつ相対運動の運動エネルギーEの一部

が使われて起こるものであり，重心運動エネル

ギーEcmは使えないことが分かります．

自由運動(7B.6)の解は平面波と分かっている

ので，2体衝突問題は波動方程式(7B.7)を解くこ

とに帰着します．内部状態をきちんと扱わない

近似内での弾性散乱では，適当な有効相互作用

V (r)のもとに，演算子 ĥ1，̂h2がないシュレーデ

ィンガー方程式(7B.7)を解けば済み，これは換

算質量 µに等しい質量の 1粒子散乱問題

[−(h̄2/2µ)∆ + V (r) ]ψ(r) = Eψ(r) (7B.9)

と同等です．
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8 低エネルギー衝突でも摂動論

－たかがボルン近似，されど…

8.1 クーロン散乱にボルン近似は暴論

高エネルギー散乱の表題のもとにボルン近似

を説明する教科書を見かけます．これは誤った

印象を与えかねません．低エネルギー衝突に使っ

ている例を見て，ひどいことをするものだとバ

カにする人が出るかも知れません．しかし，ボ

ルン近似は単なる1次摂動論です．散乱振幅など

をポテンシャルの強さにつきべき級数展開した，

いわゆるボルン級数の初項です．この級数が収

束し，初項だけでほぼ再現できるぐらいポテン

シャルの効果が弱ければかまわないのです．高

エネルギー衝突との条件が必須なわけではあり

ません（第8.6，8.7節）．低エネルギー散乱でボル

ン級数が収束する条件も導けます（第8.8節）．

逆に，高エネルギー衝突でもボルン級数が発

散すれば論理的にボルン近似は破綻します．あ

らゆるエネルギーでラザフォード断面積を再現

するクーロン散乱のボルン近似も，実はそんな，
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理論的根拠のない暴論です．2次ボルン項が無限

大になるのですから（第8.8節），1次で済まそう

なぞ論外です．高エネルギーになればなるほど 1

次ボルン項に2次項が勝る妙な例もあります（第

8.8節）．衝突エネルギーに係わらずボルン断面

積がゼロで使い物にならない過程もあります（第

8.8節）．ボルン近似は単純なようで結構やっかい

です．まずは第8.2–8.4節で物理的解釈に注意し

つつボルン近似を入門的に解説します．

8.2 ボルン近似は相互作用の運動量表示

考えている物理系のハミルトニアン Ĥを基本

（無摂動）部分 Ĥ0と弱い摂動 Ĥ ′に Ĥ=Ĥ0+Ĥ
′

と分解しましょう．ポテンシャル場V (r)による質

量 µの粒子の散乱なら運動エネルギー演算子 T̂

=−(h̄2/2µ)∆rを Ĥ0として選び，V (r)をかける

演算子 V̂ (r)を摂動として扱います．また，相対距

離ベクトル rに依る相互作用V (r)を及ぼし合う

2粒子間の弾性衝突では，換算質量を µとし，相

対運動エネルギー演算子 T̂=−(h̄2/2µ)∆rを Ĥ0

として，V̂ (r)を摂動とします（付録7B）．

図 20. 入射波，散乱波の運動量と移行運動量q．

無摂動状態（T̂の固有関数）の平面波 exp(ik·r)
から別の平面波 exp(ik′·r)への遷移を考えます．
rに関する運動の運動量ベクトル変化（図20）

h̄q = h̄k− h̄k′ (8.1)

を移行（移動）運動量と呼びます．1) これは非弾

性衝突でも同じように定義できます．仲間内で

は原語momentum transferの語順通り直訳して

「運動量移行」と呼んでいます．でも，qは「移行」

なんていう物理量ではなく運動量なのですから，

当然，「移行運動量」です．なお，̄hは本質的では

ないですし，原子単位では 1なので，波数と運動

量を区別しない言葉遣いをしばしばします．

始めk方向に，遷移（散乱）後には k′方向に運

動するのですから，ベクトル k，k′の間の角度が

散乱角 θで，弾性散乱 k ′=|k′|=|k|=kなら

q = 2k sin(θ/2) (8.2)

と書けます．直進（前方）運動量損失割合 q∥/k，

つまり移行運動量ベクトル qの初期運動方向成

分 q∥=k−k ′cos θ（図20）の kに対する比を角分

布 dσ/dωで平均すれば直進運動量移行断面積

σm=

∫(q∥
k

)
dσ

dω
dω =

∫ (
1− k ′

k
cos θ

)
dσ

dω
dω (8.3)

を得ます．むろんこれはボルン近似の成立，破綻

に係わらず一般に定義される断面積で，ふつう

微分断面積に並んで（あまり意味の説明なしに）

定義されています．弾性散乱なら k ′/k=1です．

運動量が k→k′と変わるポテンシャル散乱の

微分断面積 dσ(k→k′)/dω は摂動V̂ (r)による平

面波間の遷移確率に比例します．1次摂動論では

dσB(k→k′)

dω
= |fB(k→k′)|2, (8.4)

fB(k→k′) = Ca(e
ik′·r|V̂ (r)|eik·r) (8.5)

= Ca

∫
eiq·rV (r)dr (8.6)

と表せ，散乱振幅 fB(k→k′)の係数は

Ca = −µ/(2πh̄2) (8.7)

となることが理論的に導けます．1−5) 球対称ポテ

ンシャルの場合，角度積分を済ませると

fB(k→k′)=
4πCa
q

∫ ∞

0
r sin qrV (r)dr (8.8)

に帰着します．

式 (8.5)で eik·rの代りに散乱の効果を含む正

しい波動関数 ψ(r)を使えば正しい散乱振幅が得

られることが知られています．1, 2, 6, 7) 逆に，そ

の正しい式でψ(r)を無摂動の eik·rで近似したの

が V̂ (r)の 1次まで正しい散乱振幅の近似式(8.5)，

(8.6)だと言えます．ψ(r)を V̂ (r)につき摂動展開

して n−1次まで取り入れたものを使えばn次ま

で正しい第n次ボルン近似の散乱振幅を得ます．
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式(8.4)～(8.8)を第 1次ボルン近似，略してボル

ン近似，また平面波ボルン近似とも呼びます．

V (r)の漸近形がクーロン型なら，̂H0としてクー

ロン相互作用下でのハミルトニアンを使い，残り

の短距離型ポテンシャルv(r)をかける演算子 v̂(r)

をĤ ′とすべきです．それを無摂動のクーロン波

動関数二つで挟み積分すれば，̂v(r)についての 1

次摂動近似，クーロン波ボルン近似を得ます．

V (r)をC倍すれば散乱振幅(8.6)，(8.8)もC倍，

断面積(8.4)は |C|2倍されてV (r)の符号に依りま
せん．2次ボルン近似の散乱振幅は V̂ (r)の1次と2

次の項の和なので微分断面積はその交差項，̂V (r)

の3次項を含み，V (r)の符号に依ります．この事

情は次節で述べる一般の散乱問題でも同じです．

例えば，静電相互作用の符号が逆の電子衝突と

陽電子衝突の直接過程の断面積がある衝突エネ

ルギー以上で一貫して等しければ，そこでは1次

ボルン近似が成立し，2次ボルン効果は無視でき

ると推定されます．

微分断面積dσ/dωは一般に散乱エネルギーE

と散乱角との2変数関数ですが，V (r)が球対称な

らボルン近似(8.4)は qにしか依りません．ボル

ン近似が成り立てば，異なるEでのdσ/dωをそ

れぞれqの関数として描いた曲線は一つの普遍曲

線に乗ります．逆に，普遍曲線に乗ることが確認

されればボルン近似が成立すると推定されます．

式(8.6)は定数係数を除き相互作用V (r)のフー

リエ逆変換です（第1章付録1A）．つまり，ボルン

散乱振幅の本質は相互作用V (r)の運動量表示な

のです．V (r)の運動量分布の各−q成分が移行し

て散乱 k→k′=k−qを起こし，この運動量分布

に比例した散乱振幅 fB(k→k′)を生じるのです．

例として，電荷Zeの原子核をもつ中性原子に

よる電荷zeの荷電粒子の弾性散乱を考えます．

入射粒子が核の近くに達したときには有効相互

作用は V (r)≃VC(r)=zZe2/rと考えられ，核か
ら離れていくと原子内電子による核電荷の遮蔽

によりV (r)=Vsc(r)=VC(r)e
−κrという形が妥当

でしょう．この遮蔽クーロン相互作用Vsc(r)は小

さなrでは遮蔽が無視でき，VCに近づきます．

Vsc(r)を式(8.8)に代入して積分すると

fB(k→k′) = −α/(q2+κ2) (8.9)

≃ −α/q2 (q2≫κ2のとき), (8.10)

α = 2µzZe2/h̄2 (8.11)

となります．入射粒子が核に接近してほとんど

クーロンポテンシャルVC(r)そのものを受け，大

きな運動量 h̄q (q2 ≫ κ2)を移行させるときには

散乱振幅は式(8.10)のようになります．式(8.2)

に注意すれば，これは付録6AのfBC を再現する

ことが分かります．

ポテンシャル VC(r) ∝ r−1 の形をそのまま式

(8.8)に代入すると不定積分は∝ cos qrで，積分

上限を大きくした極限値は決まりません．それ

でも，κ→0として得られる式(8.10)をふつうボ

ルン近似でのクーロン散乱振幅と称します．

式(8.10)は実数で，位相は間違いですが，ラザ

フォード断面積は再現します（第6.1節，第6章付

録6A）．これを相互作用の長距離性から説明す

る向きもありますが，教科書 [2]はこれを全くの

偶然と断じます（第8.8節）．3) なお，短距離型ポ

テンシャルが混じるとその効果との干渉を表す

上でクーロン散乱振幅の位相の誤りは深刻です．

同種粒子同士の衝突でも位相の誤りが本来は顕

著な干渉効果を消してしまいます（第6.3節）．

8.3 非弾性過程のボルン近似

電子，陽電子，陽子，反陽子，裸の原子核など単

一粒子との衝突による中性原子の励起，脱励起を

考えます．入射粒子と原子との相互作用 V̂ (r, rt)

は原子核 -入射粒子間の相対座標 rと原子内諸電

子の座標（すべて含めて一つの文字 rtで代表）と

の関数で，これを摂動と見なします．無摂動系は

状態nにある孤立原子ϕn(rt)と，それと相互作用

せず自由運動をする相対運動の平面波 exp(ik·r)
です．両方の運動が独立なので無摂動系の全波

動関数はそれぞれの波動関数の積になります（第

7章付録7B）．したがって，前節と同様に 1次摂

動論から次の平面波ボルン近似が得られます：

dσB(nk→n′k′)

dω
=
k ′

k
|fB(nk→n′k′)|2, (8.12)
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fB(nk→n′k′)

= Ca(ϕn′(rt)e
ik′·r|V̂ (r, rt)|ϕn(rt)eik·r) (8.13)

= Ca

∫
eiq·rVn′n(r)dr, (8.14)

Vn′n(r) =

∫
ϕ∗n′(rt)V̂ (r, rt)ϕn(rt)drt. (8.15)

状態 nから n′への遷移を起こす有効ポテンシャ

ルVn′n(r)についての 1次摂動近似(8.6)という物

理的意味を式 (8.14)は表し，その本質は Vn′n(r)

の運動量表示で，移行運動量ベクトル qだけの

関数になります．標的がランダムな向きを向い

ていればそれにつき微分断面積(8.12)を平均す

るとqの大きさqだけの1変数関数になります．8)

入射粒子にも内部構造があれば，その初期状

態と終状態の波動関数をそれぞれϕn(rt)，ϕn′(rt)

にかけておけばその遷移も同時に扱えます．

ここまでは相互作用の具体形について何も指

定しておらず，ごく一般的な話です．変数 rtや波

動関数 ϕn(rt)の定義を適切に変更すれば，原子

標的に限らず，例えば断熱近似が妥当な分子の

振動状態遷移，回転状態遷移や，電子・振動・回

転運動が結合した断熱近似なしの分子状態間の

遷移にも使えます．もちろん，原子系，分子系に

限らず，一般の量子論的散乱の摂動論です．

式(8.14)は rtについての積分(8.15)を先に行っ

た結果です．しかし，荷電粒子衝突による原子や

分子の電子状態遷移では衝突相互作用が個々の

クーロン相互作用の和で，このとき逆に rの積

分を先に行うと別の物理的意味が見えてきます．

8.4 荷電粒子による電子状態遷移

一つの標的内電子の座標をri，これと電荷zeの

入射粒子との相対距離ベクトルをxi=r−riとし，

その間に働くクーロン相互作用VC(xi)=−ze2/xi
につき，当面固定した riを原点に選び直して，つ

まり積分変数を rから xiにすり替えて式(8.13)

（のうち電子iに関するポテンシャルの項）に含ま

れる r積分を行うと，

Ca(e
ik′·r|V̂C(xi)|eik·r)r = Ca

∫
eiq·rVC(xi)dr

=Cae
iq·ri
∫
eiq·xiVC(xi)dxi=−(α/q2)eiq·ri (8.16)

を得ます．最後の等式には式(8.10)を使いました．

変数 rで積分したので相対運動の平面波 eiq·rが

消えるのは当然ですが，代りに標的内電子に関

する eiq·ri が現れることがポイントです（次節）．

残った仕事は式(8.16)を標的内全電子 iにつき

加え合せることと，ϕ∗n′(rt)ϕn(rt)をかけて rtで

（すべての riで）積分することで，結局，

fB(nk→n′k′) =−(α/q2) ϵn′n(q) (n′ ̸=n), (8.17)

ϵn′n(q)=
(
ϕn′

∣∣∣∑eiq·ri
∣∣∣ϕn) (8.18)

を得ます．8−10) ただし，ここの αは式(8.16)の

VC(xi)から来ているので，式(8.11)でZ=−1と

する必要があります．入射粒子と標的原子核の

相互作用を落しましたが，n′̸=nの場合に話を限

れば，そのrt積分はϕn′(rt)とϕn(rt)の直交性から

ゼロになり，この相互作用は効きません．

散乱振幅(8.17)は二つの因子をもちます．一つ

は個々の標的内電子を自由粒子としたときのクー

ロン散乱振幅(8.10)で，当然，原子構造に依りま

せん．もう一つは電子が束縛を受けている効果

を表し，クーロン散乱により入射粒子の運動量

の一部qが標的内電子に移るとき標的が遷移n→
n′を起こす遷移振幅 ϵn′n(q)で，非弾性散乱形状

因子と呼ばれます．標的のランダムな向きにつ

き |ϵn′n|2を平均したものを En′nと書くと，これ

はqの大きさ qだけの関数になり，微分断面積は

dσB(nk→n′k′)

dω
=

(
k ′

k

)
α2

q4
En′n(q) (8.19)

と表せます．微分断面積は一般にEと θの関数で

すが，ボルン近似では（因子k ′/kを除き）1変数q

だけの関数になることはポテンシャル散乱と同

じです．一定散乱角θでは，衝突エネルギーEが

高ければ q−4∝k−4∝E−2と言えます（図20）．

8.5 ボルン近似成立時，破綻時の光学極限

qが小さいとき式(8.18)で eiq·ri ≃ 1+iq·riが
使え，また1の積分は状態 n,n′間の直交性で消え，

lim
q→0

En′n(q)

(qa0)2
=

∣∣∣∣(ϕn′

∣∣∣∣∑ zi
a0

∣∣∣∣ϕn)∣∣∣∣2
平均

(8.20)

を得ます．右辺は標的のランダムな向きにつき

平均します．両辺を無次元量にすべくボーア半
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径a0を挿入しました．ziは電子 iの座標成分で，

電子と電磁波の相互作用を決める双極子モーメ

ント−eziに比例するので，式(8.20)の右辺にリ

ュードベリ単位R (= 13.6 eV)の遷移エネルギー

∆En′n/Rをかけると双極子振動子強度（dipole os-

cillator strength, DOS）fn′nになります．そこ

で 1変数qだけの関数である一般化振動子強度

（generalized oscillator strength, GOS）8, 10, 11)

Fn′n(q) =
∆En′n

R

En′n(q)

(qa0)2

=

(
k

k ′

)(
q

αa0

)2 ∆En′n

R

dσB(nk→n′k′)

dω
(8.21)

を定義すると，その q→0の極限がDOSです：

lim
q→0

Fn′n(q) = fn′n. (8.22)

光学的禁制遷移ではこの極限は当然ゼロです．

GOSもDOSと同様，無次元量です．DOSを連

続状態を含め全終状態n′に亘り加えれば原子内

電子数Neになるというトーマス-ライヒェ-クー

ン（Thomas-Reiche-Kuhn, TRK）総和則をGOS

に拡張したベーテ（Bethe）総和則∑
n′

Fn′n(q) = Ne (8.23)

が各 qの値につき成り立ちます．8,12)

GOSの式(8.21)中でボルン近似微分断面積の

代りに精確と思われる微分断面積を使って得ら

れるFn′n(q,E)を「見かけの」一般化振動子強度

（apparent GOS）と呼びます．これは一般に相対

運動エネルギーEと散乱角θ，またはEと移行運

動量 qの2変数関数です．しかし，高エネルギー

領域でFn′n(q, E)がEに依らない qの普遍関数に

なれば，これが本当のGOS，Fn′n(q)に一致し，ボ

ルン近似が成り立つと推定してよいでしょう．そ

の意味で，Fn′n(q, E)は理論計算を全く使わずに

測定された微分断面積だけに基づいてボルン近

似の妥当性を推定できる便利な道具です．

さらに，見かけのGOSは驚くべき性質をもち

ます．ボルン近似が成り立たないどんな低エネ

ルギーEでも，ラセター（Lassettre）の定理8, 13)

lim
q→0

Fn′n(q, E) = fn′n (8.24)

が保証されるのです．ボルン近似が成立するか

どうか気にせずに測りやすいエネルギーで微分

断面積を決めれば，極限操作でDOSが，そして

光吸収断面積が得られるのです．

ただ，式(8.22)，(8.24)の極限 q→0は実際はあ

り得ません．移行運動量がゼロなら移行エネル

ギーもゼロで，原子は励起しません．極限 θ→0

での qの最小値は，図20とエネルギー保存則から

qmin = |k−k ′| = 2µ

h̄2
|∆En′n|
k+k ′

> 0 (8.25)

となり，決してゼロになりません．q→0は関数

形を維持しながらの数学的操作に過ぎません．

図 21. ラセター定理の誤った応用例．禁制遷移
の見かけの一般化振動子強度Fn′n(q, E)が移行
運動量 qの仮想領域に極大をもつとき物理的領
域での実測値を点線のように外挿すれば誤り．
一般化振動子強度 Fn′n(q)でも事情は同じ．

光学的禁制遷移で q→0とともにFn′n(q, E)が

ゼロに近づく振舞が図21のように q<|k−k ′|（仮
想領域）で初めて現れる場合，実現できるqの範

囲内（物理的領域）での値を破線のように外挿す

れば許容遷移と間違えてしまいます．許容遷移

でも，仮想領域でのFn′n(q, E)の形によっては物

理的領域での情報だけから決めた極限値は間違

いかも知れません．GOS，Fn′n(q)，についても

同じ注意が必要です．小さな qに鋭いピークがあ

るのに，それより大きな qでしか実測値がなけれ

ば誤った外挿を行いかねない許容遷移，禁制遷

移のGOSの実例も知られています．14) ただ，式

(8.25)によれば，電子，陽電子等の軽い粒子が励

起しきい値よりかなり高いエネルギーで衝突す

るときには qminは小さく，小角まで測定すれば

多くの場合，極限操作が信頼できます．
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なお，近似的には禁制遷移のように見えても，

正確には許容遷移になる例がいろいろあります．

例えば，式(8.20)右辺の双極子演算子は1電子演

算子で，1光子過程では1電子しか励起，脱励起

できません．でも，実際には原子や分子の独立

電子近似からのずれ，電子相関効果により2電

子励起配置が光学的許容状態に混じり，2電子励

起が起こり得ます．この事情はやはり1電子演算

子である eiq·riでも同じで，非弾性散乱形状因子

(8.18)内の標的波動関数に生ずる電子相関効果に

より2電子励起が見られます．

相対論補正で光学的禁制状態に許容状態が混

じったり，分子の振動運動と電子運動が絡んで

（振電結合，vibronic coupling）混じることもあり

ます．GOSのq依存性にも，禁制遷移型の極大と

許容遷移的に小さな qで一定値に近づく形が共存

することもあります．そんな場合でも，q→0で

光学極限に近づく一般則は，当然，破れません．

8.6 低エネルギー電子-分子衝突

双極子モーメントDをもつ中性極性分子と低

エネルギー電子との静電相互作用は漸近形

V (r) ∼ Vd(r) = −er ·D/r3 (8.26)

を取ります．rは分子の重心から測った入射電子

の位置ベクトルです．これは非常に長距離型の

ポテンシャルで，分子から遠く離れた道筋を通

る電子（遠方衝突）でもすそ野部分の弱い相互作

用によりわずかに散乱されます（図22）．この弱

い小角散乱は摂動論，つまりボルン近似で良く

近似されるはずです．

双極子相互作用(8.26)はDの向き（分子の向き）

に依るので，その力を受ければ分子の回転運動が

影響を受けます．1Σ状態の2原子分子か線形分

子ならその回転状態 (j,m)は線形回転子，つまり

球面調和関数Yjm(Θ,Φ)で表せるのでそれを回転

遷移の始状態，終状態としてポテンシャル(8.26)

とともに遷移ポテンシャルVj′m′, jm(r)の式(8.15)

に代入し（rtが(Θ,Φ)に，ϕnがYjmに対応），それ

に基づき散乱振幅(8.14)を計算します．縮退回転

副準位mを区別しなければ（第0.11節）

　dσB(j→j ′)

dω
=

4

3

(
k ′

k

)
j>

2j+1

(D/ea0)
2

q2
δj′, j±1 (8.27)

が得られます．15) ここで j>=max{j, j ′}です．
双極子相互作用の1次摂動なので，回転量子数変

化∆jが±1の非弾性遷移だけが許されます．

図 22. 極性分子による電子の散乱．分子内を通
る近接衝突・大角散乱と双極子相互作用のすそ
を通る遠方衝突・小角散乱を示す．

図 23. 極性分子による1.8∼20eVの電子の散乱：
換算移行運動量に対する換算微分断面積（回転
遷移の総和）．記号：電子エネルギー損失分光法
と分子の反跳を測る手法とによる3分子の結果．
－・－：相互作用(8.26)による 1次ボルン近似．
－－－－：高次効果の近似的補正を行った結果．

qの小さな小角散乱，遠方衝突ほどその幾何学

的有効面積が大きく，弱い散乱でも多く寄せ集

めて微分断面積を大きくします．大きな断面積

でも強い散乱を意味せず，ボルン近似を破綻さ

せません．非弾性散乱なので θ→0でも qはゼロ

でない最小値 qminに近づき（第8.5節），断面積は

有限です．ただ，回転準位間隔は非常に狭いので

qminは小さく，θ→0で巨大断面積が現れます．
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極性の強い 3種の分子による電子の散乱を電子

エネルギー損失分光法と分子の反跳を測る方法

とで回転遷移を分離せずに測った結果を換算移行

運動量に対する換算微分断面積として図23に示

します．15) 測定不能な極端に前方の散乱以外で

は成り立つ近似k′≃kのもとでは，これらの換算
量を使うとDやEの異なるボルン断面積 (8.27)

を一つの普遍曲線で表せます．また，k′≃kなら，
ボルン近似の成立如何を問わず，終状態 j ′につき

足し合せた断面積は一般に始状態 jに依らないこ

とが証明できるので，気体分子が多くの jに亘っ

て分布していることを気にせずに測定値と理論

値を比較できます．15) 図の実験値は小角ではボ

ルン近似の一点鎖線に乗り，θが増えると高次項

を近似的に取り入れた実線に沿っています．

分子気体中で分子はランダムな向きを向いてい

るのだから，入射電子との双極子相互作用 (8.26)

は向きで平均され，ほとんどゼロになるのでは

ないかとよく質問されます．実際は，個々の分子

は衝突時間中ほとんど回転せず，ほぼ特定の向き

Ωに固定されたまま相互作用を受けて電子散乱

を起こします．その散乱振幅 f(Ω)を回転の始状

態Γi(Ω)，終状態Γf (Ω)で
∫
Γ∗
f (Ω)f(Ω)Γi(Ω)dΩ

と平均すれば回転遷移の散乱振幅が得られます．

散乱電子の速い運動と遅い回転運動を分離する

この手法（断熱回転近似）がランダムな向きの妥

当な処理法です．個々の散乱の扱いで相互作用

自体を向きで平均してはいけないのです．

8.7 低エネルギーしきい則

しきい値Eth以上のエネルギーEでのみ起こ

り得る励起過程の断面積は，励起後の散乱粒子

と標的との相対運動で許される最小角運動量量

子数を l′とすると，E−Ethが小さい限り

σ ∝ (E−Eth)
l′+1/2 (8.28)

と書けるという，相互作用が短距離型のときに

成り立ついわゆるウィグナー（Wigner）のしきい

則があります．16)「ウィグナーが導いた」法則だ

としてある文献，教科書も見かけますが，原論

文16)にはこれは周知の事実で多くの論文に示さ

れていると書いてあります．

なお，しきい値Ethより下ですでに起きている

別のチャネルの断面積にE=Ethで尖点（cusp）が

現れることが論文16)に2段組で10行ほど触れら

れており，これは重要でないのでこれ以上論じ

ないとしてあります．しかし，これこそ後に活発

に議論される有名なウィグナーカスプです．あま

り引用されないバズィ（Baz’）の論文に詳しい議

論があり，17) ランダウ-リフシッツの教科書もバ

ズィ論文と同じ図により解説しています．18)

それはともかく，ウィグナー則(8.28)によれば

Eth近くのEでは断面積は小さく，低エネルギー

でも摂動近似が使えます．ボルン近似(8.13)で平

面波eik·r, eik
′·rを球ベッセル関数jl(kr), jl′(k

′r)で

表される部分波に分解し，19) k ′r∝ (E−Eth)
1/2r

が小さいときの主要項による近似jl′(k
′r)∝(k ′r)l

′

を使います．相互作用 Vn′n(r)が短距離型なら r

での積分は有限範囲内でだけ重要なので，k ′が

小さければ小さい k ′rしか積分(8.13)に効かない

からです．すると散乱振幅の部分波成分 (l′, l)は

fBl′l ∝
∫ ∞

0
(k ′r)l

′
jl(kr)Vn′n(r)r2dr ∝ k′ l

′
(8.29)

と分かります．最小の l ′の項が主要項なので，

励起断面積は (k ′/k)|fBl′l|2∝ k′(2l
′+1) と書け，式

(8.28)がボルン近似により導けました．

なお，ウィグナー則の長距離力への修正版もボ

ルン近似を使って導かれています．20)

8.8 高エネルギーでも無用のボルン近似

ボルン近似の成立条件，ボルン級数の収束条

件の厳密な議論は難しい問題ですが，ポテンシャ

ル散乱での簡単な物理的考察例があります．断

面積や散乱振幅を直接調べず，波動関数 ψ(r)の

平面波からのずれが小さければ ψ(r)のボルン級

数が収束し，散乱振幅も収束するはずという十

分条件の議論で，強さ∼V0，到達距離∼aの短距
離型ポテンシャルなら，質量mの粒子につき，

低エネルギー散乱条件：V0a2/(h̄2/m)≪1,
(8.30)

高エネルギー散乱条件：V0a2/(h̄2/m)≪ka
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が得られます．3, 5) 第一の条件はエネルギーに依

らず，低エネルギー散乱に適用できます．高エネ

ルギー散乱では第二の条件がより役立ち，ポテ

ンシャル領域を粒子が通過する時間 τ∼a/vに関
する条件 τV0≪h̄にも書き換えられます．また，

球対称ポテンシャル V (r)が遠方で r−3よりも早

く減衰し，原点で r−2 よりも特異性が弱く，ま

た −|V (r)|が束縛状態を持てなければ，あらゆ
るエネルギーでボルン級数が収束します．4)

1次ボルン断面積がゼロで役立たない例もあり

ます．水素型の量子状態ϕnl(rt)をもつ電子と陽

電子の束縛系，ポジトロニウムPsの原子による

散乱です．逆電荷の2粒子との相互作用が打ち消

し合うのさ，という安易なあてずっぽうはいけま

せん．電子-陽電子間距離ベクトルrtを−rtに反

転すると2粒子が入れ替り，原子との相互作用は

符号が逆転します．この反転に対するϕnl(rt)の

偶奇性は方位量子数 lの偶奇と同じです．同じ偶

奇性をもつ Ps状態間の遷移（∆l=偶数）では式

(8.15)に相当するrt積分は選択則によりゼロで，

ボルン断面積もゼロです．でも，∆l=奇数の遷

移なら1次ボルン近似でも起こるのです．

平面波ボルン近似がラザフォード断面積を再

現するのは「全く偶然の一致」との砂川の教科書

[2]の指摘（第8.2節）に戻ります．3)その根拠は，2

次ボルン近似項の段階ですでに無限大になって

しまうので，ボルン級数自体，無意味であるとい

うことです．遮蔽クーロンポテンシャルCe−κr/r

の2次ボルン近似で極限κ→0を取っても起こる

正真正銘の発散です．4) そもそもクーロンポテン

シャルに対する波動関数はいかに遠方でも決し

て平面波に近づかないのですから（第0.6節，第6

章付録6A），平面波を無摂動波動関数とするボ

ルン近似には論理的に無理があります．実験結

果や正しい理論結果をよく再現する理論を短絡

的に信頼してはならない多くの例の一つです．し

かも，古典論でもラザフォード断面積がそのま

ま導かれ，それが物理学の歴史をある意味，支

配してきたのですから，世の中，何とも皮肉なも

のです（第6.1節）．

イオン-原子衝突の電子移行後のチャネルやイ

オン-イオン衝突に現れる漸近的クーロン力を無

摂動状態に含めないと2次摂動項が破綻すること

は1960年代には分かっていました．21−23) しかし，

80年代にメイセク（Macek）らが提案し，多くの

実験結果を良く再現するとして評価されていた

strong-potential Born近似はクーロン場を正当

に扱っておらず，実は無限大になる2次摂動項を

近似計算して尤もらしい値を出しているとの指

摘があり，ことの重大さが再認識されました．23)

漸近的クーロン相互作用に煩わされない過程

でも，中性原子から1価イオンへの電子移行（電

荷移行）過程A+＋B→A＋B+のような粒子交

換があるいわゆる組替え衝突のボルン級数は移

行運動量のある領域でいかに高エネルギーでも

発散するとの昔の証明があります．組替え衝突

の摂動論はなかなかやっかいです．

上の電子移行過程でA+，B+を構造のない粒子

として扱い，原子A，Bのハミルトニアンと固有

関数を ĤA, ϕA(rA), ĤB, ϕB(rB)，イオン-原子間

相互作用と相対運動エネルギー演算子を V̂A+-B，

T̂A+-B，̂VA-B+，T̂A-B+とします．衝突前後で粒子

対も相互作用も変わるので，全系のハミルトニ

アンĤの無摂動部と摂動への適切な別け方が

Ĥ=[T̂A+-B+ĤB]+V̂A+-B=[T̂A-B++ĤA]+V̂A-B+

と電子移行前後で異なります．移行前に適切な

別け方では移行後には不適切，移行後用の別け

方では移行前には向きません．また，A+，B+，e−

の三つがバラバラという無摂動状態も可能で，別

け方に応じ3種のボルン級数が作れます．

1次ボルン近似なら式(8.13)のような積分を

移行前型：(ϕA(rA)e
ik′·r′ |V̂A+−B|ϕB(rB)eik·r)

移行後型：(ϕA(rA)e
ik′·r′ |V̂A−B+ |ϕB(rB)eik·r)

のどちらかの摂動により計算します．正確なϕA,

ϕBを使えば両者が等しいと証明できますが，ど

ちらも無摂動系の矛盾を含み，不自然です．近

似関数を使えば両者が食い違い（post-prior dis-

crepancy），どちらが良いと一概に言えません．
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問題を正確に解けばほとんど無視できる，ま

た実際，相対運動を古典近似する限り断面積

に影響を与えないことが証明できるA+-B+間

相互作用を 1次ボルン近似に含めるジャクソ

ン-シッフ（Jackson-Schiff, JS）近似と取り去る

オッペンハイマー -ブリンクマン-クラマース

（Oppenheimer-Brinkman-Kramers, OBK）近似

があります．高エネルギーでも結果が悪いOBK

近似に対し，JS近似は電子移行過程H+＋H(1s)

→H(1s)＋H+で成功しました．しかし，多価イ

オンでは JS近似も悪く，その原因は電荷移行後

のチャネルの漸近的クーロン力を波動関数に正

しく反映していないからとわかり，これを修正

する種々の近似法が提案されたのです．21−23)

水素型原子についての電子移行A++B(nlm)

→A(n′l′m′)+B+ の 1次ボルン断面積は高エネ

ルギーでの主要項がE−6−l−l′に比例します．式

(8.19)の励起過程なら，全散乱角に亘り積分する

と主要項は光学的禁制遷移なら∝E−1，許容遷

移なら∝E−1 lnEなので，8) それに比べ，電子

移行過程の急速な減少の特殊性が分かります．さ

らに，上で述べた3種のボルン級数のいずれも，

　2次ボルン断面積はどんな l，l′でも∝E−5.5とい

う項を含みます．なんと，高エネルギーになると

　2次項が1次項に打ち勝ってしまうのです ! 21)

その機構は古典的に解釈できます．古典散乱

でエネルギー保存則と運動量保存則を満たしな

がら電子が一方のイオンから他のイオンに乗り

移るには，最低2回の2体弾性散乱を経る必要が

あるというトーマス（Thomas）の議論です．21, 22)

原子Bの電子（質量me）がまず入射イオンA+

（質量M）に 60◦弾き飛ばされ，A+は実験室系で

角度 θ=
√
2me/3Mの反跳を受けます．電子は続

いてB+に−60◦散乱され，入射A+と同じ速度ベ

クトルで併走してそれに捕まります．クーロン

散乱2回のエネルギー依存性がそれぞれ∝E−2，

∼60◦散乱2回によりA+に束縛されるための位

相空間体積による因子が ∝E−3/2 で，全体で

E−11/2の依存性になります．高い n, l状態につ

いてはトーマスの古典的解釈が量子論的にも支

持されることが後に示されました．

先に述べた 3種類のボルン級数のいずれも電子

がA+，B+に一度ずつ散乱される項を2次ボルン

項に含みます．実際，Aの角分布の θ=
√
2me/3M

に古典 2重散乱機構によると解釈されるいわゆる

トーマスピークがMeV領域の電子移行過程で理

論的にも実験的にも確認されています．21)
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9 複素エネルギー状態は実在するか

－共鳴過程を陰で操る黒幕

9.1 非物理的な複素エネルギー状態

複素数の物理量なんて，まさか実在するわけ

ないでしょう．量子論の初歩として，物理量の測

定値は必ず実数で，それを表す演算子は必ずエ

ルミートだと学びます（第2.2節）．しかし，共鳴

状態は複素エネルギーをもつなどというとんで

もない話も，確かに耳にします．でも，そもそも

物理の議論で複素数や無限大が出てきたら，な

ぜそんな変なものが現れるのか，その真意は何

なのか，しっかり確認する必要があります．

先に打ち明けてしまえば，これは想像の世界

です．「共鳴状態」（resonance state）と呼ばれる

複素エネルギー Eの状態の波動関数Ψ(E)は遠方
で際限なく増大してしまう，量子論で物理的に

許されない「お話」なのです（第9.5節）．なぜそん

なバカ話にうつつを抜かすのか．目的は，現実世

界をしばし忘れて複素エネルギーの空想の世界

に浸り，その虚部がゼロになった極限として実

在の物理現象を見直すことによりその理解を深

めることにあります．そんな見方をすると，非

物理的，非現実的な共鳴状態Ψ(E)が特異な，し
かし現実の実エネルギーの物理現象「共鳴過程」

と密接に結びつくのです（第9.5節）．

この共鳴過程では断面積のエネルギー依存性

に特徴的な鋭い構造が現れます．これは原子分

子過程に限りません．1930年代から議論のある

共鳴過程ですが，今や時宜を得た話題として諸

論文誌，レビュー誌に特集号が見られます．1, 2)

広範な分野で多様な議論や応用が発展していて，

それをすべて追うのが非常に難しい現状です．

本章では別稿の解説3)とは少し異なる諸側面

に光を当て，共鳴理論を基礎から解説します．な

るべく本稿内で閉じるよう，別稿と一部重複し

ます．S行列を無限大にする複素エネルギー状態

と共鳴過程の関係につき多少ご存じでも，ここ

は本章の論理の筋道を追ってみて下さい．なお，

非エルミート量子力学など，共鳴現象の議論に

適した近年発展の理論体系4)は扱わず，本章では

伝統的な散乱理論に基いた考察を進めます．複

素エネルギー状態を頻繁に論じていると，それ

があたかも実体であるかのように感じられてく

るかも知れませんが，現実に観測されるエネル

ギーが実数であることは言うに及びません．

9.2 「共鳴状態」の定義いろいろ

「共鳴状態」Ψ(E)は非物理的な複素エネルギー
状態と述べました．しかし，別の定義もあります．

現実の過程は波動方程式 ĤΨ(E)=EΨ(E)を実

エネルギーEで正確に解けばその解，つまりハ

ミルトニアンĤの固有関数Ψに情報がすべて含

まれているはずです．共鳴過程も例外ではあり

ません．共鳴過程を表すこの実エネルギー状態

Ψ(E)も「共鳴状態」と呼ばれます．これはどんな

に遠くでも有限な，物理的に妥当な波動関数で，

何らかの「過程」を表すので当然，連続状態です．

連続状態なのですが，狭いエネルギー領域内，狭

い空間領域内でのみ振幅が大きい束縛状態まが

いの波動関数であることが共鳴過程を表すΨ(E)

の特徴で，それに比べ，遠方まで波打つすそ野

部分の振幅が小さいのです．この共鳴状態を準

束縛状態（quasi-bound state）とも呼びます．

振幅の小さなすそ野部分を何らかの手法で切

り捨てて束縛状態型にした近似関数Φも「共鳴状

態」と呼び，準束縛状態と呼ばれることもままあ

ります．Ψ(E)やΨ(E)と違い，Φはシュレーディ
ンガー方程式を正確には満たしません．また，一

義的に定義することもできません．2電子励起自

動電離状態はこの種の「共鳴状態」です．Ψ(E)が

表す現実の断面積に異常なエネルギー依存性を

示させる元凶がこのΦやΨ(E)なのです．

9.3 摂動が作る準束縛状態

摂動の概念は共鳴状態の物理的理解に役立つ

ので，この節で少し考えてみましょう．束縛状

態型共鳴状態 Φを固有関数とする近似ハミルト

ニアン ĤQを考えることもできます．そのとき，

正しいハミルトニアンĤはこの近似ハミルトニ
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アンĤQに摂動 Ĥ ′=Ĥ−ĤQが加わった形を取る
ことになります．5) つまり，

ĤQΦ = EQΦ, (9.1)

ĤΨ(E) = (ĤQ+ Ĥ ′ )Ψ(E) = EΨ(E) (9.2)

と書き，Ĥ ′を弱い摂動と考え，Ψ(E)の大振幅部

分では Φ≃Ψという物理条件を課します．

決まった実エネルギーEQをもつ物理的「共鳴

状態」Φは束縛状態型なので遠方への浸み出しは

なく，壊れることはありません．一方，現実の準

束縛的連続状態である「共鳴状態」Ψ(E)は一定の

振幅で遠方まで到達し，これはいずれ壊れるこ

とを意味します．摂動 Ĥ ′が壊すのです．

例えば，ヘリウム原子のどちらの電子にも1s

軌道を許さない演算子 Q̂をハミルトニアンに施

した ĤQ= Q̂ĤQ̂につき固有値方程式(9.1)を解

くと，多数の 2電子励起自動電離状態 Φのエネ

ルギーEQが得られます（付録9A）．シュレーディ

ンガー方程式(9.2)を解けば，Ĥ ′の効果で自動電

離状態ΦにチャネルHe+(1s)+ e−などが混ざり，

電離が起こります（第9.11節）．

詳しくは述べませんが，有名なファーノ（Fano）

の共鳴論文 6)でも，規格化された適当な束縛状態

型のΦと共鳴を含まない適当な近似連続状態をこ

の方式で結合させて共鳴公式を導いていると解釈

できます．波動関数から状態Φを抽出する演算子

Q̂により ĤQ=Q̂ĤQ̂と書けば，式(9.1)は文献6)

の近似共鳴準位を表す期待値の式 (Φ|Ĥ|Φ)=EQ

と同等なことが示せるからです（付録9A）．

狭い空間領域内でΨの振幅が大きいのは，時

間依存描像ではこの領域に滞在する時間が長く，

中間状態として長寿命状態ができることを表し，

Φはこの中間状態を近似すると言えます．ポテン

シャル散乱なら入射粒子が場に捕えられた状態，

2体衝突なら衝突粒子同士が結合した衝突複合体

がそれです．これは衝突終了までの時間（衝突時

間）が長い，衝突による時間の遅れ（time delay）

∆t(E)が大きいということです（第9.9節）．中間

状態が長寿命なら実質的相互作用が強くなり，そ

の過程の断面積 σ(E)に強い影響を与えます．長

い有限寿命をもつ準束縛状態が形成されてから

ゆっくり壊れるのが共鳴過程の本質です．

準束縛状態のエネルギー準位Erの測定にその

寿命 τ 以上の長い時間をかけられないので，エ

ネルギーと時間の不確定性関係により，Erには

Γ = h̄/τ (9.3)

ほどの原理的あいまいさが避けられません（第7.8

節）．実際，この状態が当該過程に与える影響，共

鳴現象はE=Er（共鳴エネルギーと呼びます）の

周り，幅 Γ（共鳴幅と呼びます）ほどに亘って起

こります（第9.5節以降）．

ĤQの固有状態Φは束縛状態なので，ĤQが決

まれば固有値EQは明確に決まります．摂動 Ĥ ′

が共鳴中心をEQからErに∆E=Er−EQだけ
ずらすとともに，共鳴幅Γを生みます．

図 24. 静電場により束縛状態準位EQが準束縛
状態準位Erに変わる様子．シュタルク効果で準
位がずれ，トンネル効果で自動電離して準位幅
が生まれる．

散乱過程とは違う例としてシュタルク効果を考

えます．ハミルトニアンĤQ，波動関数Φ，束縛状

態準位EQで表される孤立原子に静電場をかけま

す（図24）．その摂動Ĥ ′により，エネルギー準位

がわずかにずれ，Er =EQ+∆Eになります．極

端に強い電場でない限り，このずれ∆Eは摂動論

で良く近似できます．しかし，いかに弱い電場で

も図24の z軸正方向の十分遠方で全ポテンシャ

ルがErより下がり，トンネル効果で波動関数は

ポテンシャル障壁の外へ浸み出し，束縛状態は
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準束縛状態に変わります．つまり，電場により幅

Γが生まれ，寿命が有限になります．準束縛状態

準位は固有値問題で決まるわけではなく，固有

値に対するふつうの摂動論は使えないはずです．

それにも拘わらず，測定されたシュタルク準位

が摂動近似で精度良く再現できるという物理的

事実から，準束縛状態準位の摂動論の妥当性を

論ずる数学分野が発展しました．

9.4 複素エネルギーのいろいろな起源

有限寿命で壊れる系は第3.6節でも議論をしま

した．陽電子消滅のように流れが保存されずに

減少する現象を虚数ポテンシャル iVIm (VIm<0)

で表せるという話でした．例えば，電子-陽電子

系束縛状態，ポジトロニウムの波動関数はクーロ

ン相互作用だけ考えれば水素型ハミルトニアン

ĤQの固有関数Φ=ψnlで，固有エネルギーEQは

水素型−6.8 eV/n2です．しかし，対消滅を起こす

ポテンシャルĤ ′= iV̂Im を加えたハミルトニアン

Ĥはもはやエルミートではなく，エネルギー固

有値は複素数になります．この対消滅ポテンシャ

ルはクーロン相互作用に比べて非常に弱いので，

複素エネルギーの虚部（仮に−Γ/2としておきま

しょう）は 1次摂動論により

−Γ/2 = (ψnl|V̂Im|ψnl) (9.4)

と書けます．時間依存波動関数Ψ(r, t)は時間非

依存波動関数ψnlに因子 e−iEt/h̄をかけて得られ

（第3.3節），これが表す確率密度 P (r, t)は

　P (r, t) = |Ψ(r, t)|2

= |ψnl|2 |exp{−i(EQ− iΓ/2)t/̄h}|2

= |ψnl|2 exp(−Γt/h̄) (9.5)

と時間定数 τ= h̄/Γで e−t/τのように減衰し，準

束縛状態の寿命 τと共鳴幅 Γの関係(9.3)と整合

します．これは複素エネルギーの虚部を−Γ/2と

書けばその Γが共鳴幅の意味をもつことを示し

ます．減衰レートは τ−1=Γ/h̄と書けます．

以上，有限寿命状態の減衰を表すため導入し

た虚数ポテンシャルによりハミルトニアンが非

エルミートになり複素エネルギーを生じました．

一方，第 9.1節で触れ，第9.5節で詳しく扱う

複素エネルギーは素性が違います．現実の実数ポ

テンシャルによるエルミートなハミルトニアン

の波動方程式 (9.2)でエネルギーEを人為的に複

素数と仮定します．これに特定の条件を課すと共

鳴現象を表せるのです．どちらの複素エネルギー

もその虚部が有限寿命 h̄/Γでの指数関数的減衰

を生むという物理的意味をもちます（第9.5節）．

球対称場での動径波動関数は実数エネルギー

E，実数波数kでは一般に第3.2節，式(3.2)，また

は次節，式(9.6)のように内向き波と外向き波の

線形結合でその漸近形が表されますが，外向き

波だけしかない これをガモフ（Gamow）状態，

またはシーガート（Siegert）状態と呼びます と

いう漸近境界条件のもとに，k，Eを複素数に一

般化して波動方程式を固有値問題として解くと，

共鳴状態（第9.5節），束縛状態（第9.10節），仮想

状態（第9.10節），連続状態に相当する固有状態

が定義されます．それらから完全系をなす固有

関数群を選ぶ条件等，種々の数学的研究があり，

それに基づく応用計算も行われています．4) なお，

外向き波だけとは言っても，例えばkが正の純虚

数なら指数関数的に減少する束縛状態型の波動

関数になるなど，複素 k平面上では実際にはい

ろいろな漸近形が含まれることになります．

複素エネルギーはまた別の理論からも出てき

ます．現実のハミルトニアンで座標変数に因子

eiαをかけて複素数に変えてしまう人為的操作で，

複素座標法とか，偏角をαだけ回転するので複素

座標回転法などと呼ばれる手法です．7) その結果，

非エルミートになったハミルトニアンにつき束

縛状態型固有関数という条件で決めた固有値は

パラメータαに依る複素数になり，その中から理

論的に裏付けされた手続きで「共鳴状態を表す複

素エネルギー」を選び出します．空間積分が有限

になる束縛状態型関数だけを扱えば済むので計

算に大変便利です．ただ，得られるのは複素エネ

ルギーそのものだけで，断面積などの観測量は

別の特別な工夫をしなければ出せず，現実の過

程に共鳴がどう影響するか知るのは困難です．
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9.5 複素エネルギー面と共鳴公式

では，ここからいよいよ共鳴理論を展開しま

しょう．時間非依存中心力ポテンシャルによる

質量 m，波数 k の粒子の散乱で部分波 lの時間

依存動径波動関数は有限の大きな rで

u(r, t; k) ∼ e−iEt/h̄ sin[kr− lπ/2+δ(k)]

∝ e−iEt/h̄[e−i(kr−lπ/2)−S(k)e+i(kr−lπ/2)] (9.6)

と書けます（第3.2節）．S行列 S(k)，位相のずれ

δ(k)は lに依りますが，添え字 lは省略します．

流れの保存のためには外向き波の振幅の絶対

値 |S(k)|は内向き波の振幅の絶対値 1に等しく

なければなりませんが，S(k)は位相のずれδ(k)で

e2iδ(k)と書け，現実の実数波数での散乱では事実，

|S(k)|=1です（第3.2節）．でも，もしも波数 k，エ

ネルギーE=h̄2k2/2mを人為的に複素数にして波

動方程式を解けば，そんな非物理的状況では流

れが保存されず，S(k)はどんな値でも取れます．

ある複素波数 k=k1− ik2 (k1>k2>0，第4象

限の半分内)でS(k)が無限大になる（そのkに極

をもつ）とします．複素エネルギー平面上でのそ

の極の位置をE= E ≡Er− iΓ/2と書くと，

Er=
h̄2

2m
(k21−k22)>0，Γ=

2h̄2

m
k1k2>0 (9.7)

と分かります．極では式(9.6)で巨大係数がかか

る外向き波に比べ内向き波は無視でき，8, 9) 波動

関数u(r, t; k)は大きな rで e−iEt/h̄eikrに比例し

ます．|u(r, t; k)|2は式(9.5)と同じく時間定数 τ

=h̄/Γで指数関数的に減衰しますが，空間的には

u(r, t; k)∝eik1rek2rと遠方へ逃げ続けて共鳴状態
の様相を呈し，規格化不能です．なお，証明は省

きますが，k1+ ik2（第 1象限）には外向き波だけ

生ずる極がありません．9)

極が複素エネルギー平面の実軸近くにあれば

（Γが小さければ），S(E)のこの特異な状況が極

に近い実数エネルギーでの現象に反映されると

予期されます．極が実軸に近いなら，極の近く

で使えるS(E)の近似式はその付近の実数エネル

ギーでも使えるはずです．そのためには，その

近似式はE= E で無限大になり，実数のEでは

流れの保存則を満たすべく絶対値が 1でなけれ

ばなりません．この両条件とも満たすブライト -

ウィグナー（Breit-Wigner）の共鳴公式

S(E)= e2iδb
E−E∗

E−E
= e2iδb

(
1− iΓ

E−E

)
(9.8)

があります（*は複素共役）．9, 10) δbはエネルギー

依存性の弱い勝手な位相です．式(9.8)は一つの

極だけを考えているのでブライト -ウィグナーの

1準位公式とも呼びます．これがなぜ共鳴なのか，

もう少し議論を進めましょう．

図 25. 位相のずれのブライト-ウィグナー 1準位
公式 (9.10)．

図 26. 共鳴過程に関わる半値幅 Γの規格化され
たローレンツ分布関数 (9.13)．Eの期待値は定
まらない．図25とは式(9.12)の関係がある．

実数のEにつきE−E∗=(E−Er)−iΓ/2=ceiδr

と極形式で表すと，その実部と虚部の比から

ϵ ≡ (E−Er)/(Γ/2) = − cot δr(E) (9.9)

が導けます．また，E−E=(E−E∗)∗=ce−iδr と

書けるので，式 (9.8)からS=e2i(δb+δr)が得られ，

これがe2iδに等しいことから，πラジアンの整数

倍の不定性を除き

δ(E) = δr(E)+ δb = − cot−1ϵ+ δb (9.10)

と書けます．これが位相のずれのブライト-ウィ

グナー公式です．9, 10) 以下，δbに弱いE依存性
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があっても何ら困りませんが，式を簡潔にする

ため本章では一貫してδbを定数として扱います．

換算エネルギー ϵが ϵ≪−1から ϵ≫ 1まで増

えると，つまりEがEr周辺でΓの何倍かのエネ

ルギー範囲を動くと，式(9.10)の δ(E)はバック

グラウンドの値δbからπラジアンほど急増しま

す（図25）．断面積の共鳴構造は次節に示します．

微分公式

d(− cot−1ϵ)/dϵ = (ϵ2+1)−1 (9.11)

により，δ(E)の増加率は

dδ(E)/dE = dδr(E)/dE = πL(E) (9.12)

と半値幅 Γのローレンツ分布関数

L(E)=
(Γ/2)−1

π(ϵ2+1)
=

π−1(Γ/2)

(E−Er)2+(Γ/2)2
(9.13)

に比例し，共鳴中心E=Erで最大，その左右で対

称になります（図26）．式(9.11)を逆に積分した∫+∞
−∞ (ϵ2+1)−1dϵ=

[
− cot−1ϵ

]+∞
−∞=π

を使い，式(9.13)を広いEの範囲で積分すると∫ +∞

−∞
L(E)dE = 1 (9.14)

となります．L(E)は規格化されているのです．

ローレンツ分布は統計学ではコーシー分布と

呼ばれる，変数Eの期待値自体，定まらない奇

妙な確率分布です．これは無限極限の取り方に注

意すべき好例なので，共鳴の主題からは余談に

なりますが，少し事情を調べましょう．例として

Γ=2とし，x≡E−Erと置いてxの期待値を計算

してみます．まず有限区間での定積分を求め，∫ +x2

−x1
xL(x)dx=

∫ +x2

−x1

xdx

π(x2+1)
=

∫ +x2

−x1

d(x2)

2π(x2+1)

=
1

2π

[
log(x2+1)

]+x2
−x1

=
1

2π
log

(
x22+1

x21+1

)
−→ π−1 log(x2/x1) (9.15)

x1, x2→∞

としてみると，比 x2/x1を勝手な定数Cに固定し

て無限極限を取れば期待値はπ−1 log Cと極限の

取り方でどうにでもなります．x1, x2を独立に大

きくすれば，もちろん極限値は決まりません．

以上，共鳴構造が一つだけ，平坦なバックグラ

ウンドに重なる最も簡単な場合を扱いました．も

しも，二つ，またはそれ以上の共鳴構造が重なっ

て現れるならば，S行列の 1準位公式 (9.8)は

S(E) = e2iδb
∏
n

(
1− iΓn

E−En

)
(9.16)

と拡張されます．5) ここで，重なり合う各共鳴に

番号 nを付け，それぞれについての共鳴パラメー

タ Γ，Eに添え字nを付けました．この多準位公

式も実エネルギーでは絶対値 |S(E)|は 1で，ま

たE=Enに極をもつことが明らかです．

9.6 高校数学で導くファーノの共鳴公式

球対称場による散乱の積分断面積は

σ =
∞∑
l=0

σl =
∞∑
l=0

4π

k2
(2l+1) sin2δl (9.17)

と表せます．10−12) 共鳴過程は狭いエネルギー範

囲で起こるので，非常にゼロに近いエネルギー

を除き，共鳴範囲内で部分波断面積σl(E)も積

Eσl(E)もほとんど sin2δl(E)で形が決まります．

再び 1準位共鳴に話を戻しましょう．もしも

δb=0ならば，式 (9.9)，(9.13)により

Eσl(E)∝ sin2δr = (cot2δr+1)−1

= (ϵ2+1)−1 ∝ L(E)

で，断面積はローレンツ型のE依存性を示し，Γ

は共鳴幅の名にふさわしく断面積に共鳴状態の

影響が及ぶエネルギー幅を代表します（図26）．

一般のδb ̸=0の場合，1=sin2x+cos2xを使えば

Eσl(E)∝ sin2δ(E) = sin2(δr+ δb)

=
(sin δr cos δb+cos δr sin δb)

2

(sin2δr+cos2δr)(sin
2δb+cos2δb)

=
(ϵ+q)2

(1+q2)(ϵ2+1)
=

(1+ϵ/q)2

(1+q−2)(ϵ2+1)
(9.18)

を得ます．3, 5) ここで式 (9.9)に似た形の量

q = − cot δb (9.19)

を定義し，式 (9.18)の最下行には qが小さいとき，

大きいときに便利な等価な2式を書きました．
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図 27. バックグラウンドの位相のずれ δb の値
に依り様々な形を取る共鳴断面積のエネルギー
依存性 (9.18)．

いくつかのδbの値につき式(9.18)を図27に示

します．断面積の形がδb，したがってqに依り様々

に変わるので qを形状パラメータと呼びます．式

(9.18)はファーノ6)がより一般の過程につき導い

た通称ファーノ公式（Fano profile; これをFano’s

profileと言うと「ファーノの横顔」になってしま

います）と規格化因子 1+q2を除き同じです．こ

の因子は一見，本質的でなさそうですが，図示

の上では大切なことを別稿で指摘しました．3)

式 (9.18)の最終結果は多方面で重宝されてい

ますが，上の導出から分かるように，中心力場に

よる散乱では実は sin2δの変数δを勝手な2部分

に分割し，それぞれの cotで書き換えただけの単

なる三角関数の数式変換で出るのです．これに

ブライト-ウィグナー式 (9.9)の−cot δrのE依存

性を導入すれば共鳴形状の意味が備わるのです．

先に導いた δb=0の断面積がローレンツ型を

示す事実が図27に見て取れます．13) 規格化因子

1+q2を含まないファーノ流の図ではこの最も典

型的な左右対称ピークが無限に高くなり，描け

ません．また，ファーノ流ではピーク値が qの値

に依ってしまうので，一見，断面積の大きさが q

に支配されるかのように見えてしまいます．

図27で δb=π/2ならローレンツ型ピークを逆

さにしたディップ（谷）になり，δbが0とπ/2の間，

π/2とπの間（−π/2と0の間でも同じ）なら大きさ

の異なるピークとディップが交互に現れます．

図 28. 共鳴断面積がδbによりいろいろな形を
取る理由．δ(E)がδbからδb+πまで増えるとき，
断面積に比例する sin2δ(E)が，δbに応じて図の
曲線の異なる一部を切り取るため．

様々な形を取る「数式上の理由」は簡単です．3, 10)

δ(E)がδbからδb+πまで急増すると，断面積に比

例する sin2δ(E)は sin2δbから始まり1周期を経

て元に戻ります（図 28）．δb=0でsin20=0から始

まれば中途で最大値 1を経てゼロに戻るピーク，

δb=π/2で sin2π/2=1から始まれば中途で最小値

ゼロを経て1に戻るディップ，半端な値から始ま

れば途中で最大値を取って後に最小値を取るか，

あるいは最小値の後に最大値を取ってから元に

戻り，ピークとディップが隣り合せに現れます．

以上，共鳴散乱を起こす部分波の積分断面積

σl(E)を論じました．ほかの部分波の積分断面積

はエネルギー依存性の弱いバックグラウンドと

してこれに加算されます．実際の実験では，例

えば電子ビームと原子ビームを交差させてその

間の衝突断面積を測るとき，しばしば特定の散

乱角θで微分断面積q(E; θ)のエネルギー依存性

に現れる共鳴構造を調べます．もしもほとんど

部分波 lだけで共鳴微分断面積が決まっている

なら，部分波散乱振幅がルジャンドルの多項式

Pl(x)で fl(E)Pl(cos θ)と書けることから，微分

断面積はq(E; θ)≃|fl(E)|2P 2
l (cos θ)と角度部分

が分離でき，どの散乱角θで測っても，ここまで

議論してきたσl(E)と同じエネルギー依存性，同

じ共鳴構造（∝|fl(E)|2）を示すことが分かります．
別の部分波，例えば l ′が無視できなければ，

q(E; θ)≃ |fl(E)Pl(cos θ)+fl ′(E)Pl ′(cos θ)|2と
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なり，θに依り異なる混ざり方で部分波 l ′との干

渉が起こり，共鳴構造にθ依存性が現れますし，

散乱角分布も典型的な l波型からずれてきます．

二つ以上の共鳴が重なる多準位共鳴では，断

面積の形は多くのパラメータの組み合せにより

千差万別，とても複雑で，いくつかのパターン

に別けて図示することもなかなか叶いません．

9.7 共鳴散乱と直接散乱は干渉するか?

断面積が様々な形を取る「物理的理由」は，共

鳴状態を中間状態として経るために遅れて出て

くる共鳴波と中間状態を経ない直接散乱波との

干渉の仕方がδbに強く依るからです．…という，

しばしば聞くこのもっともらしい説明，理論的

な裏付けが必要です．散乱の位相のずれ (9.10)は

共鳴散乱と直接散乱の位相のずれの重ね合せに

なっています．つまり，動径波動関数の内向き波

と外向き波の線形結合の係数であるS行列には，

共鳴散乱と直接散乱の効果がS= e2iδre2iδbと積

の形で現れます．共鳴散乱と直接散乱の「波の重

ね合せ」なんかになっていないじゃないですか !

そこで，断面積にもっと直接関わる散乱振幅

に比例する遷移行列 T=S−1を調べます．T の

定義には文献により定数倍の違いがありますが，

いずれにせよ，T の本質は散乱振幅で，部分波

断面積は |T |2に比例します．直接散乱がないと
したときの共鳴遷移行列をTr= e

2iδr−1，直接散

乱だけのときを Tb= e
2iδb−1とすると，

T = e2i(δr+δb) − e2iδb + e2iδb − 1

= e2iδbTr + Tb, (9.20)

したがって，e2iδbT ∗
b =−Tbに注意すると，

Eσl(E)∝ |T |2 = |Tr|2+ |Tb|2−2Re[TrTb] (9.21)

が得られます．Reは実部を取る記号です．最右

辺の最後の項が正に共鳴散乱と直接散乱の振幅

の干渉効果を如実に表しています．本節冒頭で

述べた「物理的理由」が妥当だということがこの

議論によって証明されます．

9.8 状態数分布とエネルギーの不確定性

非物理的ではありながら，複素エネルギー共鳴

状態Ψ(E) (E=Er− iΓ/2)が一つあると，Γほど
の実エネルギー幅に亘り連続的に現実の断面積

が強い影響を受けることが分かりました．では，

実エネルギー状態Ψ(E)の状態分布にはどんな影

響があるのでしょうか．Ψ(E)は連続状態ですか

ら単位エネルギー当りの状態数密度dn(E)/dEを

調べてみましょう．

再び動径波動関数を扱います．状態数を数えや

すいように連続状態を半径 r=R0の大きな球に

閉じ込めて離散化し，そのn番目とn−1番目の

エネルギー準位差を∆E=En−En−1，それに対

応する波数差を∆k=kn−kn−1，このエネルギー

2点での位相のずれの差を∆δ= δ(En)−δ(En−1)

とします．球の壁で波動関数がゼロになる，あ

るいはその位相がπの整数倍になるという条件

から，nが 1増えるごとにknR0−lπ/2+δ(En)が
πだけ増えることが分かります．したがって，単

位エネルギー当りの状態数密度は

[(∆k)R0+∆δ ]/(π∆E)

になります．第 1項はポテンシャル場がないと

きの状態数密度で，第2項が散乱効果により生

じた項です．この第 2項をρ(E)と書き，R0→∞
（∆E→0）の極限を取れば

ρ(E) = π−1dδ/dE (9.22)

となります．共鳴散乱の場合には式(9.12)から

ρ(E) = L(E) (9.23)

が得られます．状態数密度も中心Er，半値幅Γ

の「規格化された」ローレンツ分布を示します．

これはなかなか興味深い結果です．複素エネル

ギー E=Er−iΓ/2にS行列が極を一つもつとき，
つまり，複素エネルギーEをもつ非物理的共鳴状
態Ψ(E)が一つあるとき，実在の実エネルギー共
鳴状態Ψ(E)は，寄せ集めれば実質的に正に束縛

状態一つに相当する連続状態をエネルギー幅Γの

ローレンツ型に分布させるのです．つまり，実
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軸上にはΓほどの原理的なあいまいさをもつ「一

つの」共鳴エネルギー準位，準束縛準位が形成さ

れることを状態数分布が示しているのです．

一定の対称性の束縛準位が一つずつ上るとそ

の波動関数の節は一つずつ増えます．一方，一つ

の準束縛状態のエネルギー幅より下での位相の

ずれに比べ，上ではほぼ πラジアン急増してい

るわけですが，これは波動関数の節がほぼ 1個

増えていることを意味するのですから，束縛状

態の事情に良く似ています．

9.9 共鳴状態の生成・崩壊と時間遅れ

第 7.3節の最後で，ある波数範囲に亘り時間依

存平面波を重ね合せて作った波束につき，停留

位相条件を使ってその群速度を調べました．そ

の議論を平面波の代わりに式(9.6)の動径波動関

数 u(r, t; k)に当てはめてみましょう．

内向き波の位相 η in=−Et/̄h−(kr−lπ/2)に停
留位相条件 dη in/dk=0を課すと動径波束は

r = −[dE/d(h̄k)]t = −(h̄k/m)t (9.24)

と負の時刻に一定群速度 h̄k/mでポテンシャ

ル領域に向かって入ってきます．一方，外向き

波には係数S= e2iδがかかっているので停留位

相条件は dηout/dk=0，ηout=−Et/̄h+kr−lπ/2
+2δとなり，波束は

r = [dE/d(h̄k)]t− 2dδ/dk

= (h̄k/m)[t− 2h̄(dδ/dE)] (9.25)

と正の時刻に内向き波と同じ一定群速度 h̄k/mで

放射状に漸近領域へ出て行きます．ただし，エ

ネルギー微分が正の位相のずれを生じる散乱が

起これば

∆t(E) = 2h̄(dδ/dE) (9.26)

だけ時間が遅れて出て行くことを式 (9.25)は表

しています．5, 14) 波束はポテンシャル領域を時

間∆tの間，ウロウロしてからやっと出てくるの

です．∆t(E)< 0ならせっかちにそれだけ先んじ

て出て行きます．

共鳴散乱ではブライト -ウィグナー式 (9.10)に

従いすでに求めてある式 (9.12)のdδr/dEにより

∆t(E) = hL(E) (9.27)

とローレンツ関数が得られます．共鳴中心Erで

最も長い時間遅れ 4h̄/Γ=4τ を起こし，そこか

ら両側にΓ/2だけずれたエネルギーで時間遅れ

は半減します（図26）．

この時間遅れはエネルギー E の関数ですが，

これを規格化された状態数密度分布ρ(E)の重み

を付けて平均すると∫
∆t(E)ρ(E)dE =h

∫
L2(E)dE

= (4τ/π)

∫ +∞

−∞
(1+ϵ2)−2dϵ = 2τ (9.28)

と計算されます．一つの共鳴全体としての平均

的な時間遅れは 2h̄/Γなのです．その半分は共鳴

状態の生成に，残りの半分が崩壊にかかる時間

と理解できます．

ポテンシャル散乱の共鳴は入射粒子がポテン

シャル領域に時間2τほど捕獲されることを表し

ます．2体衝突の共鳴なら相対運動の波束が至近

距離に時間2τほど滞在し，2体の複合体が2τほ

どの時間できていることを表します．

9.10 共鳴状態を作らない共鳴過程?

第9.5節で議論したS行列の極がもしも複素k

平面の正か負の虚軸上，k= iκにあれば，大きな

rで波動関数は∝ e−κre−iEbt/h̄，エネルギーはEb

=−h̄2κ2/2mとなります．κ>0なら負エネルギー

で漸近的に減少する波動関数，束縛状態を与え

ます．κ<0なら負エネルギーで漸近的に増大す

る非物理的波動関数，仮想状態（virtual state）

を与えます（第0.2節）．反束縛状態（antibound

state）と呼ぶ文献もあります．共鳴状態のことを

virtual stateと呼ぶ古い文献もあって紛らわしく，

前後の脈絡から意味を掴む必要があります．

束縛状態にせよ，仮想状態にせよ，それがごく

小さな |Eb|をもつ s状態ならば，つまりごく小

さな純虚数波数 iκに s状態S行列の極があれば，
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その影響で複素k平面上のすぐ近く，ゼロ波数極

限で断面積が巨大な値 4π/κ2を取ります（第0.2

節）．15) これをしばしばゼロエネルギー共鳴，ま

たは仮想状態共鳴などと呼びますが，8, 15) 長寿命

の共鳴状態を中間状態として経る共鳴過程とは

物理的機構も違いますし，断面積の双曲線型エ

ネルギー依存性(0.10)も共鳴公式と全く違うこ

とはすでに第0.2節で注意した通りです．共鳴極

k=k1− ik2 (k1>k2>0；第9.5節)で極限 k1→0

を取れば k=−ik2だから仮想状態は共鳴状態の
極端な例だ，などと短絡してはいけません．条

件k1>k2を破るし，この極限ではEr<0，Γ=0

になり，負エネルギーに位置する幅ゼロの共鳴

の影響がE≥ 0へ及ぶなどあり得ません．「ゼロ

エネルギー共鳴」はここまで述べてきた類の共鳴

散乱を全く含まない，非共鳴・直接散乱断面積が

巨大になる現象なのです（第0.2節）．

実は，共鳴状態を経る過程でも，遠距離型相

互作用による強い直接散乱のためにその効果が

打ち消され，正味の時間遅れ(9.26)が逆に負に

なってしまう例もあります．5) このとき，共鳴状

態が作られるにも拘わらず，位相のずれはエネ

ルギーの増加とともに πラジアン急増するどこ

ろか，かえって減少してしまいます．

位相のずれ δ(E)が正の傾きで π/2の奇数倍を

通過するだけで共鳴と呼ぶ文献も昔はよくあり

ました．そこで断面積が極大値を取りますし，非

常に狭い幅Γの共鳴が実際にあれば，δ(E)がπ/2

の奇数倍になるエネルギーとErとはわずかΓ程

度の違いしかありません．でも，たまたま π/2を

通り過ぎただけで dδ/dEが小さいときは時間遅

れが少なく，準安定な共鳴状態が中間状態として

作られたとは言えません．言葉遣いの定義なぞ人

それぞれ勝手でいいじゃないかと言われるかも

知れませんが，その物理的内容が全く違うことは

肝に銘ずべきです．なお，δ(E)が負の傾きで π/2

の奇数倍を通過するのを反共鳴（anti-resonance）

と呼ぶこともあります．

術語「共鳴」には様々な使い方があります．こ

れらを別稿にまとめておきました．3)

9.11 フェッシュバッハ共鳴

現実の原子分子の共鳴状態は一般に構成粒子

同士への崩壊や電磁波の放出など，複数チャネル

への崩壊が可能です．崩壊生成物の量子状態を

指定すれば崩壊チャネルが決まります．逆に，そ

のうちいずれかから始まる過程が考えられ，い

ろいろな初期チャネル，終チャネルの組み合せ

により，共鳴状態を経て起こる弾性・非弾性散乱，

光電離や光解離，構成粒子同士の入れ替えが起

こる衝突（例えば，2原子分子ABの反応性衝突

AB + C → ABC → A + BC や解離性電子付着

e−+AB→AB−→A−+B）等々が決まります．

弾性散乱の一例が，第 9.3節でちょこっと触れ

たヘリウム原子の2電子励起状態を経る

e−+He+(1s)→He(2sns)→He+(1s)+e− (9.29)

です．入射電子が基底状態のヘリウムイオンHe+

と衝突してこれを2s状態に一時，励起します．

もしも入射電子の運動エネルギーが2s状態の

励起に∆Eだけ足りず，その∆EがHe+(2s)の周

りの ns軌道の束縛エネルギーにうまく合えば

入射電子はHe+(2s)に捕えられ，2電子励起状態

He(2sns)が作られます．しばらく時間が経って

2電子間相互作用により2s電子が1s軌道に落ち，

その分のエネルギーをns電子に与えて再び飛び

出させれば，共鳴弾性散乱 (9.29)が起こります．

原子同士やイオン-原子間の遅い衝突A+Bで

の各チャネルの相互作用は，全衝突系の 2原子分

子（イオン）のポテンシャルエネルギー曲線で表

されます．それに基づけば，ヘリウムの 2電子励

起状態を経る過程と似た状況を図29のように説

明できます．基底状態のA，Bが相互作用V (r)に

従い近づくとき，相対運動エネルギーを内部エネ

ルギーに転換してBを励起するとします．励起

したB∗とAの相互作用V ∗(r)が束縛準位EFRを

もてば，衝突エネルギーEがこれに等しいとき

この状態が作られます．しばらく後に再び内部

エネルギーが相対運動に返され，元の基底状態

チャネルに戻った衝突系がAとBに別れていけ

ば準位EFRを中間状態として経由する共鳴弾性

散乱が起きたことになります．
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図 29. 弾性衝突 A+B での形状共鳴とフェッ
シュバッハ共鳴の機構の概念図．

実際にはA，Bは数多くの内部状態をもち，数

多くのチャネルの間を移り動く効果（結合）を考慮

して初めて共鳴をきちんと議論できます．図29

のV ∗(r)とV (r)の間にもう一つチャネルがあれば，

V ∗(r)にできた束縛状態は（対称性の制約などか

ら禁止されない限り），一般にそのチャネルへも

崩壊できます．例えば，過程 (9.29)の入射電子

がもう少し高いエネルギーをもてば，共鳴状態

He(3sns)を作れ，それが壊れて一つの電子が散

乱電子として放出されるとき，残されたヘリウ

ムイオンは 1s，2s，2pのどの状態にいても構い

ません．これは多チャネル衝突です．

複数チャネルが関わる共鳴を多チャネル共鳴

と呼びます．図29は最も単純な弾性散乱の概念

的な解説に過ぎないとご理解ください．また，電

子と原子や分子との相互作用は一般に単純な曲

線の形に描けるものではなく，図29を電子衝突

の共鳴の説明に使うと誤解を招きかねません．

いずれにせよ，衝突粒子の一方か両方の内部

状態がその過程の初期チャネルより励起され，特

定衝突エネルギーで一時，相対運動に束縛準位

EFRができ，衝突粒子対が結合した状態，またそ

の現象を，その理論を構築した核物理学者にち

なみフェッシュバッハ共鳴（Feshbach resonance）

と呼びます．16) むろんこれは（2チャネル以上の）

多チャネル共鳴です．構成粒子間の相互作用に

より内部エネルギーが再び相対運動に戻されて

低いチャネルの連続状態に移ればこの束縛状態

は壊れるので，実は準束縛状態，共鳴状態です．

励起される内部状態は電子状態とは限りません．

例えば，分子の振動状態を励起して運動エネル

ギーを失った入射電子が分子に一時捕まる振動

フェッシュバッハ共鳴も知られています．

過程 (9.29)で形成される中間状態He(2sns)も，

初期チャネルのHe+(1s)がHe+(2s)に励起されて

できるフェッシュバッハ共鳴です．He+(2s)とns

電子との相互作用はクーロン型の漸近形をもち，

無限個のns軌道が2電子励起リュードベリ系列

をなします．2s電子とns電子のエネルギー交換

により He(2sns)がチャネル He+(1s) + e− に崩

壊するのですから，2電子間有効距離が大きくて

相互作用が小さい，より大きな nのHe(2sns)ほ

ど寿命が長く，共鳴幅が狭くなります．

荷電粒子と中性原子との遠距離相互作用は，ふ

つう，r−4に比例する分極相互作用になりますが，

水素原子やポジトロニウムe+e−など水素型原子

が励起状態にあると，その正負電荷が作る双極

子モーメントの 1次摂動が生き残り，入射荷電粒

子との間にr−2に比例する長距離相互作用をもつ

チャネルも現れます．それが強い引力なら，束

縛エネルギーが等比数列をなす無限個の束縛軌

道がそのチャネルに生じ，17) これがより低いチャ

ネルの連続状態と結合してフェッシュバッハ共鳴

の無限系列ができることをロシアのガイリティ

ス（Gailitis）とダンブルグ（Damburg）が 1963年

に示しました．18) これを双極子共鳴系列と呼び

ます．共鳴幅も等比数列をなします．高い nほど

狭い幅，長い寿命を示すことは，ヘリウムの2電

子励起リュードベリ系列と同じ事情です．

漸近相互作用−αr−2は励起水素型原子の縮退

副準位により起こるので，相対論効果，量子電

磁力学効果によりこの縮退が∆Eほど解ければ，

αr−2<∆Eとなるような r≃Ã以遠ではもはや
近似的にも縮退準位とはみなせず，∝ r−2の形は

崩れ，より早く減衰します．そのため，ポテン

シャル−αr−2の r<Ãまでの部分に∆Eより深

く束縛される軌道しか生き残れず，2電子励起無

限系列は実は少ない数で途切れます．5)
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3粒子系 ABCのどの構成 2粒子対 AB，BC，

CAにも束縛状態がない場合でも，系ABCには

ときに無数の束縛状態があることをロシアのエ

フィモフ（Efimov）が 1970年に示しました．19, 20)

これは，3粒子系のエネルギーを超球半径 ρとい

うある座標の関数として表すとき，2粒子間衝突

の散乱長A（第0.2節）の絶対値ほどの距離まで

双極子場∝ ρ−2が現れるために起こる等比数列

束縛状態として説明できます（付録9B）．21−24) 短

距離型の核力に支配される原子核系にすら表れ

得る奇妙な長距離力効果です．この束縛状態が

より低いチャネルと結合して双極子共鳴状態に

なったものによると解釈される現象が極冷原子

気体で観測され，注目されています．21−25)

2snsなどという独立粒子記法は nが大きけれ

ば便利ですが，小さい nでは電子相関が強くて

不適切です．nが大きくても，例えば2snpは必ず

2snp±2pnsのように配置混合を起こし，これを

(sp, 2n+)，(sp, 2n−)などと表すこともあります．

また，He+(n≥3)の周りにもう一つ電子が束縛さ

れた 2電子励起状態では，いくつかの電子配置

がかなりの重率で混ざり，主な電子配置が決ま

らないことも多く，電子配置に基づく記法は不

便です．そこで，電子相関が強い場合に適した

新しい量子数を使う記法がいまは一般的です．26)

開いたチャネルがN個ある多チャネル問題は，

それらの間の遷移をすべて表すN×N S行列に

より記述されます．したがって，多チャネル問題

の共鳴理論はN×N 行列を用いて展開されます．

第 9.6節で紹介したファーノの共鳴論文6)には，

共鳴状態が複数個のチャネルへ崩壊する多チャ

ネル問題も議論されています．また，崩壊チャネ

ルが一つでも，複数個の共鳴が重なり合う場合，

つまり，S行列の言葉では式 (9.16)に代表される

場合へも理論が拡張されています．ところが，複

数崩壊チャネル問題での重なり共鳴は論じられ

ていません．実は，これが非常に難しい問題で，

S行列の共鳴公式がいくつか提案されてはいる

ものの，いずれも何らかの欠点を抱え，完璧な

表式が未だに見つかっていません．5)

9.12 形状共鳴

図24のシュタルク効果による共鳴状態，準束

縛準位はポテンシャル障壁の左側にある谷が作

る束縛準位がトンネル効果で右方向にしみ出す

ために形成されています．つまり，一つのポテ

ンシャルの形が原因で共鳴状態が生まれ，壊れ

るので，この共鳴機構をポテンシャル共鳴，形

状共鳴（shape resonance）などと呼びます．図29

では，チャネルA+BのポテンシャルV (r)の引力

部に作られる束縛状態がトンネル効果で障壁を

突き抜けて壊れることにより形状共鳴ESRが現

れる様を示しています．

フェッシュバッハ共鳴と違い，一つのチャネル

の相互作用が生成・崩壊両機構を担うので，1チャ

ネル共鳴，単一チャネル共鳴などとも呼びます．

実際には，衝突中に一時ほかのチャネルに移る

多チャネル効果をふつう無視できませんが，そ

れでも生成崩壊機構が「主に」一つのチャネルの

ポテンシャルに基づけば，それは形状共鳴です．

図29のV ∗(r)のような励起チャネルポテンシャ

ルにもしも強い引力部と障壁があれば，そのチャ

ネルに形状共鳴が生じることもあります．それ

が多チャネル効果で下のチャネルに壊れていく

可能性があるとしても，V ∗(r)のチャネル自体に

も壊れていくなら，本質は形状共鳴と言えます．

多くの場合，斥力の遠心力ポテンシャルと内

側の引力ポテンシャルの重ね合せで形状共鳴を

生む障壁が生じます．演習問題でよく出てくる

球対称ポテンシャルによる散乱では，角運動量

は保存され，各部分波を独立に扱え，遠心力ポ

テンシャルの働きは明らかに見えます．しかし，

現実の原子分子過程では，相対運動の角運動量

が異なるチャネルとの結合が無視できないのが

ふつうです．形状共鳴を説明するポテンシャルの

図は，あくまでも直感に訴える解説のために簡

略化された概念図に過ぎないとご理解ください．

水素原子負イオンH−(1S)の光吸収連続スペク

トルで，H(n=2)+e−と崩壊する励起チャネルが

開くしきいエネルギーの直下に双極子共鳴系列

（フェッシュバッハ共鳴）がありますが，しきい
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エネルギーのすぐ上にも幅広い共鳴構造が見ら

れます．これはこのチャネルの有効ポテンシャル

が作る形状共鳴に依ると解釈されます．電子と

原子や分子との相互作用は単純な一つの曲線で

は表せないと申しました．しかし，H−のような

3体系の低いエネルギー状態に対しては，超球座

標という特殊な座標系を使うとかなり良い近似

で曲線として有効ポテンシャルを表すことがで

きます．この理論手法によると，確かに光吸収

後の励起チャネルH(n=2)+e−（これは2電子の

角運動量合成が異なる三つの 1P チャネルを含み

ます）には図29のV (r)のように深い谷と障壁を

もつ有効ポテンシャルがあり，これが形状共鳴

を担っていることが分かるのです．5)

ポテンシャルを単純に図示できない場合でも，

一つのチャネルの効果だけで本質を説明できる

共鳴過程なら，それは形状共鳴によるものと理

解できます．実際，基底電子状態のアルカリ原子

や多くの分子が低エネルギー電子と相互作用し

て形状共鳴を示します．27)

多チャネル衝突系で，あるチャネルが開くしき

いエネルギーよりもわずかに低く現れる共鳴は

フェッシュバッハ共鳴，わずかに高いエネルギー

に現れるものは形状共鳴と単純に分類してしま

うのが通例です．これにより何か不都合を生じ

たという報告に筆者は接しておりません．

原子や分子の束縛状態エネルギーを求める量

子化学計算では，変分原理（最小原理）により，計

算を改良するに従い値が下がります．最小原理

が成立しない電子衝突でも，計算を改良するに

従い共鳴エネルギーがふつう下がることが経験

的に知られています．形状共鳴と思われたもの

が計算の改良でチャネルのしきいエネルギーよ

り下がり，実はフェッシュバッハ共鳴だと分かっ

た例も報告されています．原子や分子の電子親

和力（電子を1個余分に束縛することにより低下

するエネルギー量）の量子化学計算では，中性原

子分子と負イオンをバランスよい精度で計算し

ないと信頼できる値が得られません．電子衝突

でも，標的原子分子の電子状態計算と衝突計算

をバランスよい精度で行わないと，形状共鳴と

フェッシュバッハ共鳴を正しく識別できません．

もっとも，しきい値をまたいで共鳴エネルギー

がわずかに変わり，形状共鳴がフェッシュバッハ

共鳴に変わっても，共鳴波動関数の本質部分，大

振幅の部分はほとんど変わりません．

有効ポテンシャルの障壁の内側で引力が強け

れば，二つ以上の形状共鳴状態もあり得ます．そ

のとき，高い状態ほど感じる障壁が弱く，強いト

ンネル効果でやすやすと崩壊してしまうので，共

鳴幅はより広いはずです．2電子励起フェッシュ

バッハ共鳴系列では高い状態ほど共鳴幅が狭い

ことを前節で説明いたしました．崩壊機構が違

えば逆の傾向を示すことにご注意ください．

9.13 極冷量子気体と共鳴過程の制御

原子や分子の電子状態は一般に外場により変

化します．第 9.3節で触れたシュタルク効果は束

縛状態が静電場の影響を受ける例でした．束縛状

態まがいの共鳴状態も外場に影響されてしかる

べきでしょう．実際，静電場が光電離断面積の共

鳴構造を変える効果が綿密に観測されています．

位相のずれ，散乱振幅，断面積などが特定エ

ネルギー近辺で急激に変動するのが共鳴過程の

特徴で，その原因は中間状態として作られる共

鳴状態にあると述べました．その共鳴状態を磁

場で制御する技術が近年，注目を受けています．

磁場を走査することによりほぼゼロエネルギー

の衝突に，つまり極低温気体内衝突で共鳴を起

こすように，または共鳴を避けるように操るこ

とができます．これにより，極低温気体の性質

を大幅に変えることができるのです．

原子気体を極低温に下げると，気体原子の熱

運動のドブロイ波長が平均原子間距離に匹敵す

るほど長くなり，気体中の同種原子の識別不能

性という量子論効果が無視できない巨視的量子

系と考える必要が生じます．気体原子がボーズ -

アインシュタイン統計（Bose-Einstein statistics）

に従うボーズ粒子なら，数多くの原子が同じ量

子状態ψ(ri)を占め，そのうちどの二つを入れ換
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えてもその波動関数Ψ(r1, r2, · · ·)=Πiψ(ri)に変

わりがないという巨視的状態が実現できます．

この現象は 1920年代にボーズの理論を発展さ

せてアインシュタインが提案し，ボーズ -アイ

ンシュタイン凝縮（Bose-Einstein condensation,

BEC）と呼ばれています．28−30) しかし，その実現

に必要な極低温は，当時としては非現実的なも

のでした．その後，液体 4Heの超流動，超伝導の

本質はBECであることが認識され，また中性原

子の冷却と捕獲の技術が驚異的に進歩し，29−31)

1995年にまずルビジウムで，続いてナトリウム，

リチウムで相次いで，10−6∼10−7Kほどに冷却

された原子気体のBECが実現されました．BEC

の巨視的コヒーレンスは物質波の原子レーザー

を生み，光の世界での諸現象の原子波版に道を

開き，また，極低温縮退フェルミ気体やボーズ -

フェルミ混合系の研究へと展開していきます．極

冷却原子気体の最近の話題については，例えば

文献 22)をご参照ください．

極冷却原子気体内ではほぼゼロの相対速度で原

子間衝突が起こっています．中性原子間にはクー

ロン相互作用，双極子相互作用，分極相互作用の

ような長距離相互作用は働かないので，短距離

型ポテンシャル下での極低速s波衝突だけ考えれ

ばよく（第0.2節），それが極冷気体の性質を司っ

ています．そこで，極低エネルギーE = h̄2k2/2µ

（µは衝突系の換算質量で，同種粒子 2体系では

その質量の半分）でのs波衝突を調べます．

その断面積は s波の位相のずれ δ0により，

σ0 = (C/k2) sin2δ0

= C/[k2+(k cot δ0)
2] (9.30)

と書けます（第0.2節，式 (0.6)）．異種粒子間衝突

では C=4πです．同種粒子同士の衝突では 2粒

子とも区別できずに散乱粒子として観測してし

まうので，断面積の定義自体に因子2の任意性が

あります（第6.2節最後の部分）．

低エネルギー衝突では k cot δ0の式 (0.7)が使

えますが，32, 33) µK以下の極冷気体中での原子衝

突のようにk2が極端に小さければ，わずか一つ

のパラメータAだけで断面積が式 (0.8)のように

決まります．散乱長Aについては第0.2節でかな

り詳しく論じました．このAを人為的に制御で

きれば原子間力を制御したことになります．

なお，（同一内部状態の）同種フェルミ粒子同

士の衝突ではその対称性から s波衝突が禁止さ

れて弱い p波衝突が見えるなど，フェルミ系の

議論には注意が必要です（第6.4節）．

図29に戻りましょう．原子 B，B∗がもつ磁気

モーメントが異なれば，極冷量子気体に磁場B

を走査しながらかけることにより，V (r)に対する

V ∗(r)の相対位置を人為的にずらすことができ，

フェッシュバッハ共鳴のエネルギー位置EFRを

制御できます．EFR ≃ 0とできればAは巨大な

負値を，Eb ≃ 0の束縛状態ができれば巨大な正

値を実現できます．その近辺でBを走査すれば，

事実上，−∞から+∞まであらゆるAの値を実

現して極冷量子気体の性質を制御することがで

きます（図30）．34, 35) 光学的手法で周波数走査に

よりAを制御することもできますが，ここでは

説明を省略いたします．35)

図 30. 磁場Bにより広範囲に亘り制御された
散乱長Aの概念図．A(B)≃A0[1−∆/(B−Br)]

と 3個のパラメータを使い近似できる．共鳴磁
場Brで |A|が無限大になる．

なお，冷却原子気体の分野では，ある特定の

磁場Brで |A|が無限大になる現象自体を単純に
フェッシュバッハ共鳴と称したり，この磁場を共

鳴磁場と呼んだりします．

磁場制御された極冷量子気体内原子衝突の議

論では，実は図29に相当するポテンシャルは磁
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場で分離されたゼーマン準位にある原子同士が

作る 2原子分子のポテンシャル曲線で，狭いエネ

ルギー間隔でいくつも集まっています．また，一

般にそれらよりも低いエネルギーのチャネルが

あっても結合が弱ければ無視できます．

極低エネルギーで 2体フェッシュバッハ共鳴が

起こると，3体再結合反応 A+A+A → A+A2

も促進されます．また，フェッシュバッハ共鳴状

態を通じたいくつかのチャネル間の結合により

非弾性衝突も促進されます．これらの過程によ

り内部エネルギーが相対運動に転換し，加速さ

れた原子Aや分子A2が極冷気体から逃げる量を

磁場Bの関数として検出すれば，そのピーク位

置から極低速 2体衝突の共鳴磁場Brが知れます．

冷却原子が逃げ出さず，ボーズ-アインシュタイ

ン凝縮が安定に永らえるためには，磁場を走査

して適切な散乱長Aを選びます．

極低エネルギーフェッシュバッハ共鳴と同様

の機構で弱く束縛された 2体束縛状態のことを

極冷気体分野ではフェッシュバッハ分子と名付

けています．ただし，この用語はしっかり定義

されずに比較的あいまいに使われているようで

す．35) フェッシュバッハ分子は多分野に亘って

役に立つ極冷分子の生成に利用できます．34, 35)

また，磁場Bを走査しつつ E < 0の 2体束縛状

態を分光して第0.2節，式(0.9)の束縛エネルギー

|Eb(B)|=(h̄2/2µ)[A(B)]−2を知れば散乱長A(B)

が分かり，式 (0.8)によりE>0での極低速原子

衝突断面積も分かります．34, 35)

相互作用のエネルギースケールが何桁も異な

る原子物理でも核物理でも，一つのパラメータ

Aで低速衝突断面積や弱い束縛状態，仮想状態

のエネルギーを表せるという事実は昔からよく

知られた散乱理論の基礎知識です．でも，それ

が巨視的な数の原子の集合体である極冷量子気

体の性質を左右し，かつそれを磁場制御する研

究が大きく発展し，広い分野で共通に役立つこ

とから，最近ではしばしばこの性質を「普遍性」

（universality）と呼ぶようになりました．エフィ

モフ効果も少ないパラメータで核物理，原子物

理に共通の特異な現象を美しく記述できるとと

もに，極冷量子気体でそれを実現でき，正に普

遍性のもう一つの具体例になっています．21)

原子物理，核物理の共鳴には主にエネルギー

依存性の特異性を論じた長い歴史があります．極

冷量子気体研究の発展は，その中で起こる原子

衝突の共鳴を外場で制御するという，実験技術

の進展に伴う新たな物理的視点を導入しました．

狭い空間に閉じ込められた少数粒子系への拡張

として，光格子や量子ドット内での原子衝突の

共鳴も，最近，関心をもたれています．原子物

理の共鳴は諸分野で新たな展開を見せています．

付録 9A 射影演算子

2次元ベクトルをx軸やy軸に射影するように，

(ϕ, φ)= 0，(ϕ, ϕ)= 1を満たす直交関数で表せる

ψ= cϕ+φから成分 cϕを抜き出す演算子 Q̂が射

影演算子の例で，これはディラックのブラ ⟨· · ·|
とケット |· · ·⟩で Q̂= |ϕ⟩⟨ϕ |と書けます．実際，

Q̂ψ = |ϕ⟩⟨ϕ|cϕ+φ⟩ = c |ϕ⟩ (9A.1)

と示せます．逆に，ϕ成分を取り除く演算子，あ

る軌道ϕを禁止する演算子は 1−|ϕ⟩⟨ϕ |で，実際，
[1−|ϕ⟩⟨ϕ |]ψ=ψ−cϕ=φと分かります．

Q̂= |ϕ⟩⟨ϕ |により ĤQ = Q̂ĤQ̂と定義された演

算子について固有値方程式 (9.1)は

EQϕ = Q̂ĤQ̂ϕ =|ϕ⟩⟨ϕ|Ĥ|ϕ⟩⟨ϕ|ϕ⟩

= ⟨ϕ|Ĥ|ϕ⟩ϕ (9A.2)

と書き変えられ，これは期待値EQ=(ϕ|Ĥ|ϕ)の
定義と同等なことが分かります．

ϕをヘリウム原子の 1s軌道とした射影演算子

|1s⟩⟨1s|は波動関数から 1s軌道を抽出し，逆に，

1−|1s⟩⟨1s|は 1s成分を取り除く演算子です．し

たがって，2電子励起状態を作るには，ヘリウム

のどちらの電子にも 1s軌道を許さない演算子

Q̂={1−|1s(1)⟩⟨1s(1)|}{1−|1s(2)⟩⟨1s(2)|} (9A.3)

を施したハミルトニアンĤQ= Q̂ĤQ̂の固有関数

を求めればよいのです．
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付録 9B エフィモフ効果

同種粒子Aの 3体系A-A-Aを例に取ります．

その大きさの目安を表す，超球半径と呼ばれる

座標 ρ（= [r212+r
2
23+r

2
31]

1/2，rijは各粒子間距離）

を使って 3体系のシュレーディンガー方程式を表

すとき，A-A間相互作用の到達距離をa，A-A衝

突の散乱長をAとすると，a< ρ < |A|では ρ−2

に比例する有効ポテンシャルが現れます．Aが

±∞なら 3体系は ρ→∞まで場 ∝ ρ−2に従い，

第9.11節で解説した非相対論的 2電子励起 H−

と同じく束縛状態の無限等比系列が現れ，これ

をエフィモフ効果と呼びます．19−25) |A|が有限
でも大きければ，同節の相対論的H−の Ãを |A|
に置き換えたような有限系列ができます．これ

らの 3体系束縛状態が連続状態と結合すれば双

極子フェッシュバッハ共鳴系列になります．A-A

間 2体力が短距離型でも，束縛状態A2がなくて

も本質は同じで，中性 3原子系，原子核系にも

この効果は生じ得ます．異種粒子系や 4体系以

上でもこの効果が現れることもあり，いろいろ

な例が理論的に研究されています．また，磁場

をかけてAを制御（第9.13節）してエフィモフ効

果を起こし，フェッシュバッハ共鳴によって促進

された 3体再結合による極冷原子気体からの原

子損失が観測されています．23, 25)
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Quantum Mechanics (Hermann, Paris,
1977).

[11] 小谷正雄, 梅沢博臣 編, 大学演習 量子力学
(裳華房, 1959), 第 8章 (江沢洋).

[12] 高柳和夫, 原子衝突 (朝倉書店, 2007).

80



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                

別冊「しょうとつ」２ 
シリーズ「衝突論ノート」より 考える衝突論 

原子衝突学会編 
Copyright © 2017, 2019 The Atomic Collision Society of Japan 

2017 年 7 月 5 日 初版発行 
2019 年 3 月 15 日  改訂版発行 


	表紙
	目次
	0 衝突論再入門
	1 連続状態波動関数は直交しない
	2 ハミルトニアンはエルミートか?
	3 非弾性散乱だけ起こることはない
	4 まやかしのゼロ度弾性散乱断面積
	5 禅問答：影散乱はこうして起こる
	6 散乱振幅の位相が断面積を変える
	7 量子論に速度はあるか?
	8 低エネルギー衝突でも摂動論
	9 複素エネルギー状態は実在するか
	教科書



