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解 説

高強度レーザー場中の多電子ダイナミクスのための時間依存多配置理論
および時間依存結合クラスター理論
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高強度レーザー場中の原子・分子におけるトンネルイオン化や高次高調波発生などの高強度場現象を

第一原理的に記述するための，時間依存多配置理論および時間依存結合クラスター理論を概観する．

これらの理論では，全電子波動関数を配置間相互作用展開や結合クラスター展開で表現し，展開の基

底となる一電子軌道関数も時間発展させることにより，系統的かつ柔軟な近似が可能で，束縛状態から

連続状態への遷移を記述でき，ゲージ不変性とエーレンフェストの定理が満たされる．これらの

長所を活かし，高強度場現象を精度良く計算するために欠かせないプログラム実装についても，

数値計算例を交えながら詳しく解説する．

1．はじめに
高強度レーザー場中の原子・分子の超閾イオ

ン化，トンネルイオン化，高次高調波発生（HHG），
非逐次多重電離（NSDI）などの高強度場現象を

研究する分野が高強度場物理（強光子場科学）

である[1–3]．高強度場現象を第一原理的に記述

するには，レーザー場中の多電子系に対する時

間依存シュレーディンガー方程式（TDSE）を解く

必要がある．

𝑖
𝜕
𝜕𝑡 Ψ

(𝑡) = 𝐻)(𝑡)Ψ(𝑡) (1) 

ここでΨ(𝑡)は系の波動関数，𝐻)(𝑡)はハミルトニ
アンである．しかし電磁場下の多電子系で

TDSEを厳密に解くのは困難で，近似的な時間
依存多電子理論が必要である．

近似的な時間依存多電子理論に求められる

要件として以下が挙げられる．すなわち

(i) 系統的かつ柔軟な近似が可能で，

(ii) 束縛状態から連続状態への遷移を記述
でき，

(iii) ゲージ不変性とエーレンフェストの定
理を満たす

べきである．また実験と直結するイオン化確率

や光電子スペクトルを抽出できることが望ま

しい．(i)は計算対象（原子・分子種や照射する
レーザーのパラメータ）や計算資源（許される

計算時間やメモリサイズ）に応じて最適な計算

手法を柔軟に選んだり，計算精度を系統的に改

善することで計算結果の信頼性を吟味したり

する際に重要である．また異なる近似レベルで

の計算結果を比較することで実験では得難い

物理的洞察が得られることもある．(ii)は高強
度レーザー照射下のイオン化過程を記述する

ため，(iii)は外部電磁場中の観測量を適切に定
義・計算するために重要である．

これらの条件を満足する理論的枠組のひと

つが，時間依存多配置自己無撞着場法（TD-
MCSCF）である[4–9]．TD-MCSCFでは全電子
波動関数をスレーター行列式（電子配置）Φ!(𝑡)
の重ね合わせで表現する．

Ψ(𝑡) =+𝐶!(𝑡)Φ!(𝑡)
!

 (2) 
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原子・分子物理や量子化学の配置間相互作用

（CI）法で用いられるのと同型の波動関数であ

る．TD-MCSCFの特徴は，CI 係数𝐶!(𝑡)とスレ
ーター行列式Φ!(𝑡)を構成する軌道関数-𝜓"(𝑡)/
をともに時間発展させる点である（図 1 参照）． 
式(2)（図 1）で，与えられた数の軌道関数に

電子を配置するすべての組み合わせを取り入

れる手法が多配置時間依存 Hartree-Fock
（MCTDHF）法であり，軌道関数の数を増やす

ことにより計算精度が系統的に改善され

TDSEの解に収束する（要件 i）．CI 係数だけで

なく軌道関数も時間発展させることにより，固

定した軌道関数を用いる場合よりも少ない軌

道関数でイオン化過程を記述できる（要件 ii）．
また時間依存変分原理（TDVP）に基づく運動

方程式を採用することにより，ゲージ不変性と

エーレンフェストの定理を満たすことができ

る（要件 iii）．本稿では TDVPを第 2 節で，TD-
MCSCFを第 3 節で紹介する．

式(2) （図 1）の CI 展開は，参照配置Φ(𝑡)(図
1の最初の配置)とΦ(𝑡)からの一電子励起配置，

二電子励起配置，…と分類して次のように書き

直すことができる．

Ψ(𝑡) = -𝐶#(𝑡) + 𝐶1(𝑡)/Φ(𝑡) (3) 

𝐶1(𝑡) = 	𝐶1$(𝑡) + 𝐶1%(𝑡) + ⋯ (4) 

ここで𝐶#(𝑡)は参照配置の複素振幅，𝐶1$(𝑡)は一

電子励起演算子，𝐶1%(𝑡)は二電子励起演算子…
である．N 電子系で全 N 電子励起まで取り入

れるMCTDHF法は，高精度だが計算コストが

電子数に対して指数関数的に増加するという

困難がある．式(4)の展開を打ち切ることによ

り（たとえば𝐶1%(𝑡)まで）計算コストを削減でき

るが，打ち切った CI 展開ではサイズ無矛盾性

が満たされない[10]．つまり電子数が増えると

計算精度が劣化してしまう．そこで次式のクラ

スター展開を考える．

Ψ(𝑡) = 𝑒&'())Φ(𝑡) (5) 

原子・分子物理や量子化学分野の結合クラスタ

ー（CC）法で用いられるのと同型の波動関数で

ある．CC法は展開を打ち切ってもサイズ無矛

盾であるという著しい利点を持つ．例えば式

(4)で𝐶1%(𝑡)のみとっても，指数演算子を Taylor
展開するとわかるように，

𝑒&'! = 1 + 𝐶1% +
1
2𝐶
1%% +⋯ (6) 

積の形で多電子励起配置が取り込まれる．これ

により電子数に依存しない計算精度と物理量

の示量性が担保されるのが CC 法の強みであ

る．私達は式(5)に基礎を置く時間依存最適化

結合クラスター法（TD-OCC）を開発している

[11]．その特徴は，TD-MCSCFと同様に励起演

算子𝐶1+(𝑡)と軌道関数をともに時間発展させる

点である．TD-OCCは第 4 節で紹介する． 
TD-MCSCFや TD-OCCの長所を活かし，高
強度場現象を，実際に，精度良く計算するには

高品質な計算プログラム開発が欠かせない．特

に，軌道関数の柔軟で効率的な時空間離散化が

鍵を握る．第 5 節では，実際の数値計算例を交

えながらプログラム実装について詳しく解説

する．

 本稿で紹介する TD-MCSCF，TD-OCC以外
にも，時間依存の多電子理論が多数提案されて

いる．高強度場現象の理論と計算手法に関する

日本語の入門的な解説が[12–14]に，より専門

的なレビューが[15]にある． [16]では時間依存
電子状態理論が総括的にレビューされている．

また[17]ではフェルミ粒子・ボーズ粒子の混合

多体系の時間依存理論の概要と網羅的な引用

文献が与えられている．以下断らない限り

Hartree原子単位系を用いる． 

図 1: TD-MCSCF波動関数の模式図． 

C1(t)                 +C2(t) +C3(t) +	⋯ (t) =
1,2,··· ,kX

i1,i2,··· ,iN

Ci1i2···iN (t) det [ i1(t) i2(t) · · · iN (t)]

!
0,1X

n1,n2,··· ,nk

Cn1n2···nk(t)|n1i ⌦ |n2i · · ·⌦ |nki

レーザー照射

初期軌道

<latexit sha1_base64="Y5cQ5oELkVM+/O8oUjcSITnjopI="></latexit>

 1(t)

<latexit sha1_base64="t6sDHQLYFpr9i9940UrWh/6JRSs="></latexit>

 2(t)

<latexit sha1_base64="za/pIuqwAhBCibXdAmT1Cff26bE="></latexit>

 4(t)

⋮
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2．時間依存変分原理 
2.1 ゲージ不変性とエーレンフェストの定理 
本解説ではボルン・オッペンハイマー近似を

採用し，古典的な光と相互作用する非相対論的

電子からなる原子・分子を考える．系の時間発

展は式(1)の TDSE で厳密に与えられ，ハミル

トニアンは 
𝐻)(𝑡) = ℎ8(𝑡) + 𝐻)% (7) 

ℎ8(𝑡) =+ℎ(𝒓, , 𝒑, , 𝑡),
-

,

 (8) 

𝐻)% =+
1

<𝒓, − 𝒓.<

-

,/.

 (9) 

である．ここで𝑁は電子数，𝑡は時刻，𝒓, , 𝒑,はそ

れぞれ 𝑖番目の電子の位置と正準運動量，

ℎ(𝒓, 𝒑, 𝑡)は光との相互作用を含む一電子ハミ

ルトニアンである．外部電磁場との相互作用で

電気双極子近似を採用すると，長さゲージ(LG)
および速さゲージ（VG）において，ハミルト

ニアンはそれぞれ 𝐻)01 = ℎ801 +𝐻)%，𝐻)21 =
ℎ821 +𝐻)%， 

ℎ801(𝒓, 𝒑, 𝑡) = 	
|𝒑|%

2 + 𝑬(𝑡) ∙ 𝒓 + 𝑉345(𝒓) (10) 

ℎ821(𝒓, 𝒑, 𝑡) = 	
|𝒑 + 𝑨(𝑡)|%

2 + 𝑉345(𝒓) (11) 

で与えられる．ここで𝑨(𝑡)はベクトルポテンシ

ャル，𝑬(𝑡) = −𝑑𝑨/𝑑𝑡は電場，𝑉345(𝒓)は原子核

からのポテンシャルである． 
長さゲージのハミルトニアンと速さゲージ

のハミルトニアンはゲージ変換 

𝐻)21 − 𝑖
𝜕
𝜕𝑡 = 𝑒6,𝑨∙𝒓: F𝐻)01 − 𝑖

𝜕
𝜕𝑡G 𝑒

,;∙𝒓:  (12) 

（𝒓H = ∑ 𝒓,-
,<$ ）で関係づけられる．厳密な TDSE

の解では，長さゲージの波動関数Ψ01(𝑡)と速さ

ゲージの波動関数Ψ21(𝑡)はユニタリ変換 
Ψ21(𝑡) = 𝑒6,;())∙𝒓:Ψ01(𝑡) (13) 

で結ばれ，観測量の期待値はどちらのゲージで

計算しても同じになる（ゲージ不変性）．また

TDSEでは，観測量𝑂8の期待値 
〈𝑂8〉 = 	 MΨ(𝑡)<𝑂8<Ψ(𝑡)N (14) 

の時間微分𝑑〈𝑂8〉/𝑑𝑡に対してエーレンフェスト
の定理 
𝑑〈𝑂8〉
𝑑𝑡 = 	−𝑖MΨ<O𝑂8, 𝐻)P<ΨN + QΨR 𝜕𝑂

8
𝜕𝑡 RΨS 

(15) 

が成立する．電気双極子近似を超える扱いにつ

いては，たとえば，私達の最近の研究[18]とそ

こでの引用を参照されたい． 
 
2.2 時間依存変分原理 
厳密な TDSEと異なり，近似理論では一般に

ゲージ不変性が満たされず，エーレンフェスト

の定理も成立しない．これらを満たす理論的枠

組みを提供するのが時間依存変分原理 
(TDVP) である[19]． 

TDVPでは次の action 汎関数𝑆を導入し， 

𝑆 = 	U QΨ(𝑡)R𝐻)(𝑡) − 𝑖 𝜕𝜕𝑡 RΨ(𝑡)S 𝑑𝑡
)"

)#
 (16) 

境界条件δΨ(𝑡#) = δΨ(𝑡$) = 0を満たす変分
δΨ(𝑡)に対して𝑆を停留化して次式を得る． 

Re QδΨR Z𝐻) − 𝑖 𝜕𝜕𝑡[ RΨS = 0 (17) 

式(17)で任意の変分δΨを許せば TDSE が再現

されるが，近似理論を構築するにはパラメータ

𝜶(𝑡) = (𝛼$(𝑡), 𝛼%(𝑡),⋯ )に依存する波動関数
Ψ(𝜶(𝑡))を考え，与えられたパラメータ空間内

で𝑆を停留化する．すなわち， 

Re+δ𝛼.∗

.

QδΨδ𝛼.
R Z𝐻) − 𝑖 𝜕𝜕𝑡[ RΨS = 0 (18) 

より𝜶(𝑡)の運動方程式を導出できる． 
  上で述べた TDVP の他に McLachlan の変分
原理 [20]，Dirac-Frenkelの変分原理[21]と呼ば

れる定式化もある．TDVPの特徴は，時間に依

存しないハミルトニアンに対してエネルギー

が保存し，ゲージ不変性とエーレンフェストの

定理を満足する近似理論を構築できる点であ

る．一方， McLachlan 形式にも特有のメリッ

トがあり，量子コンピュータを用いた変分的時

間発展の観点からも注目されている[22]． 
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3. 時間依存自己無撞着場法 
3.1 概要 

TD-MCSCF においてただひとつの行列式を

用いるのが TDHF 法である．閉殻系で空間軌

道を-𝜙"/と書くと，TDHF波動関数は 

Ψ>?@A(𝑡)：𝜙$%𝜙%%⋯𝜙-/%%  (19) 

と表記できるだろう．𝜙,%はスピンを対にした

二電子に占有された空間軌道関数𝜙,をシンボ

リックに示している．一方，与えられた𝑛 ≥
𝑁/2個の空間軌道で全𝑁電子を完全相関させる

方法がMCTDHFであり，  

ΨCD>?@A(𝑡)：{𝜙$𝜙%⋯𝜙E}- (20) 

と書ける．MCTDHF は当時東北大の加藤・河

野[4]と，当時ウィーン工科大の Scrinziグルー
プ[5]によって同時期に独立に開発された．与

えられた数（𝑛）の軌道を用いた変分的に最善

の解を保証するが，計算コストが𝑁および𝑛に
対して指数関数的に増大する． 
 そこで TD-CASSCF[6]では，𝑛個の空間軌道

を常に二重占有される𝑛F個のコア軌道と𝑛; =
𝑛 − 𝑛F個のアクティブ軌道に分類し，𝑁; = 𝑁 −
2𝑛F個のアクティブ電子をアクティブ軌道空間

内で完全相関させる． 

ΨDGHHDA(𝑡)：𝜙$%⋯𝜙E$
% -𝜙E$I$⋯𝜙E/

-% (21) 

コア軌道はさらに時間発展する動的コア軌道

と時間発展しない凍結コア軌道に柔軟に分類

できる[6, 23]．式(21)のコア軌道とアクティブ

軌道の分割を柔軟に調整することにより，計算

コストを削減したり，実験では得難い物理的洞

察を得たりすることができる．（具体例は 5.3節
参照.） 
  より大きな系を扱うために，アクティブ軌道

空間内の打ち切った CI 展開に基づく手法も開

発されている[7–9]．TD-ORMAS[9]では，アク
ティブ軌道を任意の数の軌道グループに分類

し，各グループの占有数に制限を課して柔軟な

配置選択を可能にする．例えば 6電子閉殻系で

次式のようにアクティブ軌道{𝜙$𝜙%⋯𝜙J}を 2
グループに分類し， 

ΨKLCGH：{𝜙$𝜙%𝜙M}-"{𝜙N𝜙O𝜙J}-! (22) 

各グループの占有数𝑁$と𝑁%に次のような制限

を設けることにより 
4 ≤ 𝑁$ ≤ 6 (23) 
0 ≤ 𝑁% ≤ 2 (24) 

参照配置𝜙$%𝜙%%𝜙M%からの一電子励起および二電

子励起を考慮した CI 波動関数（量子化学で
CISDと呼ばれる）に基づく TD-MCSCFを構築

できる．  
 
3.2 運動方程式 

TD-MCSCFの action 汎関数は 

𝑆 = 	U f𝐿(𝑡) − 𝑖+𝐶!∗�̇�!
!

i 𝑑𝑡
)"

)#
 (25) 

と書くことができ，ラグランジアン𝐿は 

𝐿 =+𝐶!∗MΦ!<j𝐻) − 𝑖𝑋8l<ΦPN𝐶P
!P

 (26) 

𝐿 =+jℎQ
" − 𝑖𝑋Q

"l𝜌"
Q

"Q

+
1
2 + ℎQR

"S𝜌"S
QR

"QSR

 (27) 

と二通りの等価な表現で与えられる．ここで 

ℎQ
" = U𝜓"∗(𝑥$)ℎ𝜓Q(𝑥$)𝑑𝑥$ (28) 

ℎSR
"Q = 

UU
𝜓"∗(𝑥$)𝜓Q∗(𝑥%)𝜓S(𝑥$)𝜓R(𝑥%)

|𝒓$ − 𝒓%|
𝑑𝑥$𝑑𝑥% 

(29) 

（𝑥, = {𝒓, , 	𝑠,}は空間𝒓,とスピン	𝑠,についての
電子座標）は一体および二体のハミルトニアン

行列要素，𝜌"
Q
，𝜌"S

QR
は-𝜓"/を基底とする一体お

よび二体の縮約密度行列，𝑋8および𝑋"
Q
は軌道関

数に対する時間微分演算子とその表現行列 
𝜕𝜓"
𝜕𝑡 = 𝑋8𝜓", 			𝑋Q

" = Q𝜓"R
𝜕𝜓Q
𝜕𝑡 S (30) 

である．𝐿の表現に式(26)を採用し，CI 係数に

ついて TDVPを適用すると 

𝑖
𝜕𝐶!
𝜕𝑡 =+MΦ!<j𝐻) − 𝑖𝑋8l<ΦPN

P

𝐶P (31) 
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を得る．これが CI 係数の運動方程式である．

𝐿の表現に式(27)を採用し，軌道関数について

TDVPを適用して次式を得る． 

𝑖
𝜕𝜓"
𝜕𝑡 = 𝑄8jℎ8 +𝑊) l𝜓" + 𝑖+𝜓Q𝑋"

Q

Q

 (32) 

これが軌道関数の運動方程式である．ここで 

𝑊)𝜓" ≡ +𝑊RS𝜓Q𝜌)S
QR(𝜌6$)")

QSR)

 (33) 

𝑊RS(𝑥$) = 	U
𝜓S∗(𝑥%)𝜓R(𝑥%)
|𝒓$ − 𝒓%|

𝑑𝑥% (34) 

は電子間相互作用の軌道関数ダイナミクスへ

の寄与，𝑄8 = 18 − ∑ <𝜓QNM𝜓Q<Q は一電子ヒルベル

ト空間において軌道関数が張る空間の補空間

への射影演算子である．軌道時間微分行列は 

𝑖𝑋8 = ℎ8 + 𝑖𝑋8% (35) 

𝑖+-(𝑋%)S
"𝜌QS − 𝜌S

"(𝑋%)QS/
S

+ 𝚤̇
𝜕𝜌Q

"

𝜕𝑡  

=+jℎS)
"R𝜌Q)SR − 𝜌S)

"RℎQ)SRl
SR)

	

 
(36) 

で与えられる．  
 
3.3 変分的時間発展の重要性 

TD-MCSCF 波動関数[式(2)]を直接時間微分

して得られる次式 

𝜕Ψ
𝜕𝑡 =+

𝜕𝐶!
𝜕𝑡 Φ!(𝑡)

!

+ 𝑋8Ψ (37) 

に CI 係数および軌道関数の運動方程式[式(31)，
(32)]を代入すると次式を得る． 

𝑖
𝜕Ψ
𝜕𝑡 = 𝐻)TUUΨ (38) 

𝐻)TUU = Π)𝐻) + 𝑖j1 − Π)l𝑋8 (39) 

ここで 

Π)(𝑡) =+|Φ!(𝑡)⟩⟨Φ!(𝑡)|
!

 (40) 

は与えられた CI 空間への，1 − Π)はその補空間

への射影演算子である．𝐻)TUUは TD-MCSCF 有

効ハミルトニアンと解釈でき，その第一項は与

えられた CI 空間内のダイナミクスを，第二項

は軌道の時間発展による CI 空間自体のダイナ

ミクスを表す．後者の存在が TD-MCSCFの強

みに他ならない．さらに𝐻) = ℎ8 + 𝐻)%と𝑖𝑋8 = ℎ8 +
𝑖𝑋8%を式(39)に代入すると 

𝐻)TUU = ℎ8 + Π)𝐻)% + ij1 − Π)l𝑋8% (41) 

を得る．これを𝐻)と比較すると，ゲージ依存の
ℎ8は厳密に扱われていることがわかる．従って

TD-MCSCFはゲージ不変である．  
 次に一電子演算子𝑂8（𝜕𝑂8/𝜕𝑡 = 0とする）の期

待値とその時間微分を考えよう．密度演算子 

𝜌H$ =+<𝜓"N𝜌Q
"⟨𝜓Q|

"Q

 (42) 

を導入すると，𝑂8の期待値とその時間微分はそ

れぞれ𝜌H$および𝜕𝜌H$/𝜕𝑡によるトレース 
〈𝑂8〉 = tr𝑂8𝜌H$ (43) 

𝑑〈𝑂8〉
𝑑𝑡 = tr𝑂8

𝜕𝜌H$
𝜕𝑡  (44) 

で与えられ， 
𝜕𝜌H$
𝜕𝑡 = 

	<𝜓"N z(𝑋𝜌)Q
" − (𝜌𝑋)Q

" +
𝜕𝜌Q

"

𝜕𝑡 { ⟨𝜓Q| 
(45) 

である．ここで TDVP に基づく式(32)，(35)，
(36)が成立していれば 

𝜕𝜌Q
"

𝜕𝑡 = 	−𝑖+jℎS)
"R𝜌Q)SR − 𝜌S)

"RℎQ)SRl
SR)

 

−𝑖-(ℎ𝜌)Q
" − (𝜌ℎ)Q

"/ − -(𝑋𝜌)Q
" − (𝜌𝑋)Q

"/ 

(46) 

となり，これを式(44)に代入して 
𝑑〈𝑂8〉
𝑑𝑡 = 	−𝑖MΨ<O𝑂8, 𝐻)P<ΨN (47) 

を示すことができる．よってエーレンフェスト

の定理が成立する． 
このように，CI 係数と軌道の変分的時間発

展によってゲージ不変性とエーレンフェスト

の定理が保証される．ゲージ不変性によって初

めて外部電磁場存在下での物理量が意味を持

ち，エーレンフェストの定理によって物理量の

計算が著しく簡略化される．  
 
4. 時間依存結合クラスター法 
4.1 背景 
一般に時間依存結合クラスター法では，CI

展開の代わりにクラスター展開(5)を用いる[11, 
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24–26]．慣例に従って励起演算子を記号𝑇8で書

き直しておこう． 

Ψ(𝑡) = 𝑒VW())Φ(𝑡) (48) 
𝑇8(𝑡) = 	𝑇8$(𝑡) + 𝑇8%(𝑡) + ⋯ (49) 

ここで 

𝑇8$ = 𝑇,X𝑎HX
Y𝑎H, ≡ 𝑇,X𝐸8,X (50) 

𝑇8% = 𝑇,.XZ𝑎HX
Y𝑎HZ

Y𝑎H.𝑎H, ≡ 𝑇,.XZ𝐸8,.XZ (51) 

は生成 (消滅) 演算子𝑎H"
Y  (𝑎H")で書かれた一電

子励起演算子および二電子励起演算子である． 
式(48)を用いる結合クラスター法は定常状

態の量子化学で非常によく用いられており，数

十原子までからなる分子の高精度計算は結合

クラスター法の独壇場となっている．ところが

時間依存の軌道関数を用いた時間依存結合ク

ラスター法は最近まで開発されていなかった．

その最大の理由は，式(49)を打ち切ったとして

も𝑒VW& 	𝐻)𝑒VW 	の展開が閉じないため，式(16)の
action 汎関数の計算に MCTDHF と同じ指数関

数コストを要することである．一方，相似変換

ハミルトニアン𝑒6VW 	𝐻)𝑒VWの展開は有限項で閉

じ， 

𝑒6VW 	𝐻)𝑒VW = 𝐻) + O𝐻), 𝑇8P +
1
2! �O𝐻

), 𝑇8P, 𝑇8� 

+
1
3! ��O𝐻

), 𝑇8P, 𝑇8� , 𝑇8� 

+
1
4! ���O𝐻

), 𝑇8P, 𝑇8� , 𝑇8� , 𝑇8� 

(52) 

量子化学ではこの定式化が用いられている． 
そこで Kvaal[26]は次の action 汎関数に基づ

く擬変分的手法を提案した． 

𝑆 = 	U 	QΦRΛ)𝑒6VW Z𝐻) − 𝑖 𝜕𝜕𝑡[ 𝑒
VW RΦS 𝑑𝑡

)"

)#
 (53) 

Λ)は脱励起演算子である．Kvaal の手法では式
(53)を解析的複素関数として扱う．数理的に興

味深い理論構造を持つが，非直交な軌道関数，

非エルミートな密度行列，虚値の物理量などが

現れて扱い難い． 
 
 
 
 

4.2 時間依存軌道最適化結合クラスター法 
一方我々は，よりシンプルな時間依存最適化

結合クラスター法（TD-OCC）を定式化した[11]．
TD-OCCは次の実値 action 汎関数 

𝑆 = 	ReU QΦRΛ)𝑒6VW Z𝐻) − 𝑖 𝜕𝜕𝑡[ 𝑒
VW RΦS 𝑑𝑡

)"

)#
 (54) 

に基礎を置く．ここで𝑇8およびΛ)は 

𝑇8 = 𝑇8% + 𝑇8M +⋯ =+𝑇!;𝐸8!;
!,;

 (55) 

Λ) = 1 + Λ)% + Λ)M +⋯ = 1 ++Λ;! 𝐸8;!
!,;

 (56) 

で与えられる励起および脱励起演算子である．

ただし多体 テンソルの添字を 𝑇,.+⋯XZF⋯ =
𝑇!;, ΛXZF⋯

,.+⋯ = Λ;! のように略記した．式(55)，(56)
で一電子励起・脱励起を考慮せず，代わりに軌

道関数を最適化する（変分的に時間発展させる）

のが本手法のポイントであり名の由来である．

Action 汎関数(54)は次のように変形でき， 

𝑆 = 	U f𝐿 −
𝑖
2+jΛ;! �̇�!; − Λ;!∗�̇�!;∗l

!;

i
)"

)#
𝑑𝑡 (57) 

TD-MCSCFの場合と同様，ラグランジアン𝐿は
等価な二通りの表現で与えられる． 

𝐿 = 	
1
2 MΦ<Λ

)𝑒6VWj𝐻) − 𝑖𝑋8l𝑒VW <ΦN + 𝑐. 𝑐 (58) 

𝐿 =+jℎQ
" − 𝑖𝑋Q

"l𝜌"
Q

"Q

+
1
2 + ℎQR

"S𝜌"S
QR

"QSR

 (59) 

𝐿の表現に式(58)を用い，式(57)をΛ;!と𝑇!;につ
いて停留化して次式を得る． 

𝑖
𝜕
𝜕𝑡 𝑇!

; = MΦ!
;<𝑒6VWj𝐻) − 𝑖𝑋8l𝑒VW <ΦN (60) 

𝜕
𝜕𝑡 Λ;

! = 𝑖⟨Φ|Λ)𝑒6VW Oj𝐻) − 𝑖𝑋8l, 𝐸8!;P𝑒V
W |Φ⟩ (61) 

これらが𝑇!;とΛ;!の運動方程式である．一方，縮

約密度行列を用いた表式(59)は，TD-MCSCFの
式(27)と同じである．従って軌道の運動方程式

は式(32)で与えられる．実値 action 汎関数(54)
を基礎とすることにより，エルミートな密度行

列が自然に導かれ，TD-MCSCF との高いアナ

ロジーが得られる．さらに 3.3 節と同様の議論

によりゲージ不変性と実値物理量に関するエ

ーレンフェストの定理が成立する． 
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式(55)，(56)で全ての二電子項を取り込む手

法が TD-OCCD，さらに全ての三電子項を取り

込む手法が TD-OCCDTである．アクティブ電

子数𝑁;に対して TD-OCCD の計算コストは

𝑂(𝑁;J)，TD-OCCDTの計算コストは𝑂(𝑁;])の依
存性を持つ． 
4.3 時間依存軌道最適化二次摂動法 
前節で導入した TD-OCCD を出発点とする

より低コストの計算手法を考えよう．TD-
OCCDについて式(60)は 
2𝐿DD? = MΦ<j1 + Λ)%lj𝐻) − 𝑖𝑋8l<ΦN 

+	MΦ<j1 + Λ)%lO𝐻) − 𝑖𝑋8, 𝑇8%P<ΦN 

+
1
2 QΦ�Λ

)% �O𝐻) − 𝑖𝑋8, 𝑇8%P, 𝑇8%� �ΦS + 𝑐. 𝑐 
(62) 

と書き下せるが，Møller-Plesset摂動論に倣って 
𝐻) − 𝑖𝑋8 = j𝑓1 − 𝑖𝑋8l + 𝑉8  (63) 

𝑓1 = 	�ℎQ
" ++jℎQ.

". − ℎ.Q
".l

.

�𝐸8Q
" (64) 

と分割し，𝐿DD?で𝑉8 , 𝑇8%, Λ)%について二次まで

の項を残すと次式を得る． 
𝐿C^% = MΦ<(1 + 𝑥)j𝐻) − 𝑖𝑋8l<ΦN 

+MΦ<O𝐻) − 𝑖𝑋8, 𝑇8%	P<ΦN 
+MΦ<Λ)%O𝑓1 − 𝑖𝑋8, 𝑇8%	P<ΦN + 𝑐. 𝑐 

(65) 

この時間依存 Hylleraas 汎関数から出発して，

基底状態の軌道最適二次摂動法（OMP2） 
に対応する時間依存軌道最適化二次摂動法

（TD-OMP2）を導出できる[27]．TD-OMP2は
摂動論に基づくが，軌道が時間発展し外場は無

摂動ハミルトニアン𝑓1に取り込まれているため

高強度場現象にも適用できる．実値変分原理よ

り𝑇,.XZ = ΛXZ
,.∗
が導かれ，𝑇,.XZの運動方程式は 

𝑖
𝜕
𝜕𝑡 𝑇,.

XZ = 𝑢,.XZ − 𝑝,.𝑓.+𝑇,+XZ + 𝑝XZ𝑓FX𝑇,.FZ (66) 

（𝑝"Qは置換演算子）と著しく簡略化される．

TDHF計算が可能な系では TD-OMP2も可能で
あることが多く，大規模系の相関ダイナミクス

に適用可能である． 
 
 
 
 

5. 実装の概略と数値計算例 
TD-MCSCFや TD-OCCのプログラム実装で
は，軌道関数が与えられたときその時間微分を

返す軌道 moduleと，CI 係数や CC 係数が与え

られたときその時間微分を返す配置 moduleを
統合する．両者間でハミルトニアン行列要素と

縮約密度行列要素を通信する必要がある（図

2）．CI や CC の演算は量子化学プログラムに

倣って容易に実装でき，焦点は軌道関数の運動

方程式の実装となる．我々はイオン化過程を記

述したいので，Gauss 型関数など局在化した基

底による展開は用いず，軌道関数を実空間グリ

ッドで直接離散化している[23, 28]．原子核近

傍で必要な高解像度と高強度レーザー中の大

振幅電子運動をカバーできる広い計算領域の

両立が中心的な課題である． 
原子と直線偏光レーザーとの相互作用に特

化したコード[23]では，CI 係数[式(2)]または
CC 係数[式(55)，(56)]の保持に必要なメモリサ

イズが計算の可否を決める．大雑把には，研究

室レベルのワークステーションで TD-OMP2
は𝑁;〜1000，TD-OCCDは𝑁;〜100，TD-OCCDT
は𝑁;〜20 までの計算を実行できる．計算時間
は軌道関数を離散化するグリッド点数𝑁_に比
例し，照射するレーザー電場の強度𝐼#や波長𝜆#
に強く依存するj𝑁_ ∝ �𝐼#𝜆#%l．具体的に，Sn原
子の Ar 殻を凍結コア近似し，𝑁;＝13 個の価電

子を𝑛; =18 個のアクティブ軌道で相関させる

TD-CASSCF 計算では，強度 𝐼# = 2 × 10$N 
W/cm2, 中心波長𝜆# = 800 nm の foot-to-foot 8

 
図 2: TD-MCSCF/TD-OCCのプログラム実装の概
要．要素技術の詳細は[括弧内]に与えた文献を
参照されたい． 
 

! "!/"$

ü 極座標 [23]
ü 直交座標 [28]
ü 曲線座標 [40]

ü CASSCF [6]
ü ORMAS [9]
ü OCC [11]

軌道module

% "%/"$
配置moduleℎ!", ℎ!#"$

(!", ($#"!
)!"

ü 陽的Runge-Kutta法
ü Operator splitting法 [23]
ü Exponential integrator [40]

時間発展アルゴリズム
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サイクルパルスを照射した場合に収束した

HHG スペクトルを得るには動径グリッド点数

450，球面調和関数展開の最大角運動量 47，等

間隔 80,000 時間格子点が必要で，クロック周

波数 2.4 GHzの Intel Xeon 40プロセッサを用い

た場合この計算におよそ 15時間を要した． 
原子・分子やレーザー電磁場に対称性を仮定

しない多重解像度グリッド[28]や曲線座標を

用いたコードではより大きなメモリ容量や長

い計算時間を要するが，アラニン（重原子 1s 軌
道を擬ポテンシャル近似して 36電子系）や同

程度の分子量の分子の多電子ダイナミクス計

算が可能になりつつある． 
 

5.1 時間発展アルゴリズム 
 実空間で離散化された軌道関数と CI 係数ま
たは CC 係数をまとめて列ベクトル𝒖 =
(𝝍, 𝑪)V 	とし，その運動方程式を形式的に 

𝜕𝒖
𝜕𝑡 = 𝒇(𝒖) (67) 

と書くことにする．ここで右辺の各列は軌道関

数(32)および CI 係数(31)または CC 係数(60)，
(61)の運動方程式右辺から成る．𝑡,と 	𝑡,I$ =
𝑡, + 𝛿𝑡をそれぞれ𝑖番目と𝑖 + 1番目の時間格子

点，𝛿𝑡を時間刻み幅とし，式(67)を区間[𝑡, , 𝑡,I$]
で積分すると次式を得る． 

𝒖(𝑡,I$) = 𝒖(𝑡,) + U 𝒇j𝒖(𝑡)l
)'("

)'
𝑑𝑡 (68) 

上式右辺で𝒇j𝒖(𝑡)l = 𝒇j𝒖(𝑡,)lと近似すると陽
的 Euler法の時間発展公式が得られ， 

𝒖(𝑡,I$) = 𝒖(𝑡,) + 𝛿𝑡𝒇j𝒖(𝑡,)l (69) 

これは高次の陽的 Runge-Kutta法に容易に拡張

できる．陽的 Runge-Kutta法は実装が簡単で時

間ステップ毎の計算コストが小さいのが長所

だが，高い空間解像度（細かいグリッド）や特

異点のある座標系（例えば極座標）での計算で

は極端に小さな時間刻み幅が必要になってし

まう． 
そこで式(67)を次のように書き換える． 

𝜕𝒖
𝜕𝑡 = 𝐿𝒖 +𝑾(𝒖) (70) 

ここで右辺第一項は小さな時間刻み幅を要す

るが計算が容易な線形項であり，右辺第二項は

計算コストは高いが滑らかな非線形項である． 
式(70)は次式と等価であり， 

𝜕
𝜕𝑡
(𝑒6)𝑳𝒖) = 𝑒6)𝑳𝑾(𝒖) (71) 

上式を区間[𝑡, , 𝑡,I$]で積分すると次式を得る． 
𝒖(𝑡,I$) = 𝑒a)𝑳𝒖(𝑡,) 

+U 𝑒()'("6))𝑳𝑾j𝒖(𝑡)l
)'("

)'
𝑑𝑡 (72) 

上式右辺で𝑾j𝒖(𝑡)l = 𝑾j𝒖(𝑡,)lと近似すると
Exponential Euler法の時間発展公式が得られ， 

𝒖(𝑡,I$) = 𝒖(𝑡,) + 𝛿𝑡𝜙$(𝑳)𝒇j𝒖(𝑡,)l (73) 

𝜙$(𝑳) =
𝑒a)𝑳 − 1
𝛿𝑡𝑳  (74) 

これは高次の Exponential Runge-Kutta法に容易
に拡張できる．Exponential Runge-Kutta法は陽
的 Runge-Kutta法と比べて時間ステップ毎の計

算コストは大きいが，高い空間解像度や特異点

のある座標系での計算でも reasonableな時間刻

 
図 3: 波長 800 nm，強度 8 ×1014 W/cm2，foot-to-
foot 3サイクルレーザーパルスに照射されたNe原
子の双極子加速度．1s 軌道を凍結コアとし，価電
子 8電子を 13軌道で相関させた TD-CASSCFに
よる計算結果．(a) 二次の Operator splitting 法，
(b) 四次の Exponential Runge-Kutta 法を用いた
場合について，レーザー電場 1 周期毎の時間ス
テップ数 N を変えた計算結果の比較． 
Exponential Runge-Kutta 法によって Operator 
splitting 法よりも早く時間ステップについて収束し
た結果が得られていることがわかる． 
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み幅で安定に時間発展できる点が大きな利点

である．図 3に高強度レーザー照射下の Ne原
子の加速度応答の計算結果を示す．よく用いら

れる二次の Operator splitting 法と比較して，
Exponential Runge-Kutta法はより大きな時間刻

みで安定かつ正確な計算が可能であることが

見てとれる．式(70)における線形項と非線形項

の分割は任意だが，私達の経験では，軌道関数

の時間発展に係る一電子ハミルトニアンを線

形項とし	(𝐿 = −𝑖ℎ)	，残り全てを非線形項とす

るのが最も効率的である． 
5.2 吸収境界条件 
イオン化を伴うシミュレーションでは，計算

領域（box）の端に到達した軌道の反射を防ぐ

ための吸収境界条件が不可欠である．このため

に，ある半径𝑅#から外側で 1 から 0 に漸減す

る関数を時間ステップ毎に軌道に乗じるマス

ク関数法や，複素吸収ポテンシャル法がよく用

いられるが，我々はより効率的な吸収境界条件

である外部複素スケーリング（ECS）法の多電
子系への適用に初めて成功した[29]．簡単のた

め極座標を考えると，多電子 ECSでは 
𝑟 → 𝑅(𝑟) 

= ¢
𝑟 (𝑟 < 𝑅#)

𝑅# + (𝑟 − 𝑅#)𝑒,b (𝑟 ≥ 𝑅#)
 

(75) 

のようにスケーリング半径𝑅#の外側で動径座

標を角度𝜂だけ複素平面に解析接続し，軌道の

運動方程式(32)を式(75)によって変換する．さ

らに，スケーリング領域を無限遠まで拡張し，

[𝑅#, ∞)で指数関数的に減衰する離散値表現基

底を用いる無限範囲 ECS（irECS）により，原

理的には全空間をカバーするシミュレーショ

ンが可能となる． 
我々の irECSの実装では，イオン化とともに
次式の計算 box 内規格直交性は破られ得るが， 

(𝑆cde)"
Q =	U 𝑑𝑥

|S|gh#
𝜑Q∗(𝑥)𝜑"(𝑥) ≠ 𝛿"

Q (76) 

式(75)の逆変換を適用した軌道の全空間重な

り積分についての規格直交性が，時間発展の精

度の範囲内で保存される． 

	U 𝑑𝑥𝜑Q∗(𝑥)𝜑"(𝑥) = 𝛿"
Q (77) 

また非スケーリング領域（|𝑟| < 𝑅#）で正確な

（全空間で解いた場合の結果と必要な精度で

一致する⇔𝑅#について収束した）波動関数を，

驚くほど小さな𝑅#で得られる．具体例として高

強度レーザー照射直後のHe原子における電子

密度の動径分布関数を図 4に示す．irECSとマ

スク関数法の結果を比較すると，irECSが非ス

ケーリング領域で large box の結果をより良く

再現できていることがわかる． 
 
5.3 高次高調波スペクトルの計算 
 エーレンフェストの定理と正準交換関係を

用いると，電子座標 𝑧成分の期待値 〈�̂�〉 =
	∑ 𝜌Q

"M𝜓Q<𝑧<𝜓"N"Q の二階微分である加速度の期

待値 〈𝑎H〉 = 𝑑%〈�̂�〉/𝑑𝑡%は次式で与えられる． 

〈𝑎H〉 =+𝜌Q
" Q𝜓QR Z−

𝜕𝑉3
𝜕𝑧 [ R𝜓"S

"Q

 (78) 

高強度フェムト秒レーザー照射下の原子・分子

について〈𝑎H〉の時間 Fourier変換から HHGスペ
クトルを計算できる．原理的には〈�̂�〉からも
HHG スペクトルを得られるが，遠方で発散す

る位置演算子の直接評価は数値的困難を伴う．

エーレンフェストの定理によってこれが局在

化した核引力−𝜕𝑉3/𝜕𝑧に置き換えられ，5.2 節

 
図 4: 波長 800 nm，強度 8 ×1014 W/cm2の foot-
to-foot 5サイクルレーザーパルス照射後の He原
子の動径波動関数（5 軌道 MCTDHF）．半径
𝑅! = 64からマスク境界条件を用いた場合
（mask），同じスケーリング半径𝑅! = 64	の irECS
境界条件を用いた場合（irECS），および反射が
無視できる大きな boxを用いた場合（large box）の
結果の比較．非スケーリング領域では irECS と
large boxの結果がよく一致している．𝑅"#$ (≤ 𝑅!)
は本文で定義されているイオン化半径の設定例． 
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の吸収境界条件によって正確なHHGスペクト
ルの計算が可能になる． 
  図 5に Ne原子と Mn原子の HHGスペクト
ルの計算例を示す．Ne の例では価電子軌道の

8電子をアクティブとし，アクティブ軌道数𝑛;
を𝑛; = 8，𝑛; = 13と変えた計算がよく一致す

ることから計算結果の収束を確認することが

できる．Mnの場合，初期キャラクター3p の軌

道関数をアクティブとした場合と凍結コアとした場

合の計算結果の比較から，3p-3d 巨大共鳴が光

子エネルギー50 eV 付近の高調波強度増大をも

たらすことを見出した[30]．これらの例が示すよう

に，系統的かつ柔軟な近似理論の適切な実装

により，計算結果の信頼性を確実にしたり，実

験では得難い物理的洞察を得たりすることが

できる． 
5.4 イオン化過程の記述 
 TD-MCSCFや TD-OCCを解いて得られる時
間依存の多電子波動関数を直接解析するのは

多くの場合容易ではなく，注目する電子以外の

情報を縮約すると見通しが良くなる．例えば一

電子密度分布関数は 

𝜌$(𝑥$, 𝑡) = 	𝑁U𝑑𝑥%⋯|Ψ(𝑥$, 𝑥%, ⋯ , 𝑡)|% 

≡ 𝑁U𝑑𝑦%|Ψ(𝑦$, 𝑡)|% 
(79) 

で与えられる．ただし{𝑥, , 𝑥,I$, ⋯ , 𝑥-}をまとめ
て𝑦,と書き，d𝑦, = 𝑑𝑥,𝑑𝑥,I$⋯𝑑𝑥-とした．一般

に𝑝電子密度分布関数は次式で与えられる． 
𝜌"j𝑥$, ⋯ , 𝑥", 𝑡l 

=	
𝑁!

(𝑁 − 𝑝)!U𝑑𝑦"I$
|Ψ(𝑦$, 𝑡)|% (80) 

レーザー場中の原子・分子のイオン化を定量

化するには，イオン化半径𝑅id3（|𝒓| ≥ 𝑅id3で近
似的に自由電子と見做せる半径）を導入し，次

式で𝑘電子イオン化確率を定義すると便利で

ある． 

𝑃+ =	U 𝑑𝑥$⋯𝑑𝑥+
/

U 𝑑𝑦+I$
g

|Ψ(𝑦$)|% (81) 

ここで> (<) を付した積分では空間積分をイ

オン化半径の外側|𝒓| ≥ 𝑅id3（内側|𝒓| < 𝑅id3）
に制限する．式(81)を直接計算できるのは少数

電子系に限られるが，形式的に 

U 𝑑𝑦+I$
g

= ¯ °U𝑑𝑥, −U 𝑑𝑥,
/

±
-

,<+I$

 (82) 

として二項定理を用いると， 

𝑃+(𝑡) = 	 +
(−1)j6+

𝑘! (𝑚 − 𝑘)!

-

j<+

𝑇j(𝑡) (83) 

𝑇j(𝑡) = 	U 𝑑𝑥$⋯𝑑𝑥j
/

𝜌j(𝑥$, ⋯ , 𝑥j, 𝑡) (84) 

 
図 5: (a) 波長 800 nm，強度 1015 W/cm2，foot-to-foot 2サイクルレーザーパルスに照射された Ne原子か
らの高次高調波スペクトル．時間依存密度汎関数法（TDDFT），TDHF，および TD-CASSCFの計算結果
の比較．TD-CASSCF では 1s 軌道を凍結コアとし，価電子 8 電子の記述に 8 軌道[(1,0,8)とラベル]また
は 13軌道[(1,0,13)とラベル]を用いた．(b) TD-ORMAS法による波長 770 nm，強度 3×1014 W/cm2，foot-
to-foot 4サイクルレーザーパルスに照射されたMn原子からの高次高調波スペクトル． Ne コアと 3s軌道
の 12 電子は凍結コアとして扱い，初期キャラクター3p, 3d, 4s の 13 電子をアクティブに計算した場合
（active 3p とラベル）と，3p軌道まで凍結コアとし初期キャラクター3d, 4sの 7電子をアクティブに計算した
場合（frozen 3p とラベル）の結果の比較．(c) (b)で用いたアクティブ軌道の模式図．図示された参照配置
からの一電子励起および二電子励起までを考慮に入れた． 
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を得る．この多電子密度による展開では，式

(83)の展開を打ち切ることで効率的な計算が

可能である．例えば，式(83), (84)で多電子密度
を軌道表示に変換し，𝑃%以降，𝑃M以降，𝑃N以降
が無視できる場合の𝑃$をそれぞれ𝑃$k , 𝑃$kk ,	𝑃$kkk

とすると 
𝑃$k = 𝜌Q"

""(𝑆/)""
Q"  (85) 

𝑃$kk =	𝑃$k −
1
2𝜌Q"Q!

"""!(𝑆/)""
Q"(𝑆/)"!

Q!  (86) 

𝑃$kkk =	𝑃$kk + 𝜌Q"Q!Q)
"""!")(𝑆/)""

Q"(𝑆/)"!
Q!(𝑆/)")

Q)  (87) 

が得られる．ここで(𝑆/)"
Q
はイオン化半径の外

側|𝒓| ≥ 𝑅id3でとった重なり行列だが，規格直

交条件(77)より次式が成立し， 

(𝑆/)"
Q = 𝛿"

Q −U 𝑑𝑥
|𝒓|gh*+,

𝜑Q∗(𝑥)𝜑"(𝑥) (88) 

|𝒓| < 𝑅id3の軌道のみから(𝑆/)"
Q
を得ることが

できる．図 4のように𝑅id3 ≤ 𝑅#とし，5.2 節の

吸収境界条件を適用することで有限の box サ
イズで式(88)を精度よく評価できる． 
  どれだけの電子がイオン化するかは実験や

シミュレーションを行うまでわからないので，

一連の公式(85)–(87)を評価して収束を観る必

要がある．幸いこの収束性は計算手法に強く依

存しないので，精度とコストの低い手法（たと

えば粗いグリッドで TDHF）でアセスメントし
た後に精度とコストの高い手法（たとえば細か

いグリッドで TD-CASSCF）で計算することが
できる．具体例として，高強度レーザー照射中

の Ar原子における一重電離および二重電離確

率の時間変化の様子を図 6に示す．式(85)–(87)
を吟味して時空間離散化についての収束を確

認できており，これによって初めて，電子相関

効果（計算手法による結果の相違）の物理的な

議論が可能となる[11]． 
 
5.5 光電子スペクトル 
前節で議論した一電子密度分布関数を拡張

し，非対角項も考慮した 
𝜌$(𝑥$; 𝑥$k , 𝑡) (89) 

= 	𝑁U𝑑𝑦%Ψ(𝑥$, 𝑦%, 𝑡)Ψ∗(𝑥$k , 𝑦%, 𝑡) 

が実空間表示の一電子縮約密度行列である．こ

れを用いて光電子密度行列を次式のように導

入しよう． 
𝜌^l(𝑥; 𝑥k) = 	𝜃id3(𝒓)𝜃id3(𝒓k)𝜌$(𝑥; 𝑥k) (90) 

ここで 

𝜃id3(𝒓) = ¢0
(|𝒓| < 𝑅id3)

1 (|𝒓| ≥ 𝑅id3)
 (91) 

はヘビサイド関数である．運動量空間の情報を

得るには光電子密度行列を Fourier変換する． 
𝜌^l(𝒌; 𝒌k, 𝑡) 

= U𝑑𝑥U𝑑𝑥k 𝜒𝒌∗(𝒓)𝜌^l(𝑥; 𝑥k, 𝑡)𝜒𝒌-(𝒓k) 
(92) 

ここで𝜒𝒌(𝒓)は外場中の平面波（Volkov波）で， 

 
図 7: tSURFF法の模式図． 
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図 6: 波長 800 nm，強度 6 ×1014 W/cm2の foot-
to-foot 3 サイクルレーザーパルス照射時間の Ar
原子からの一重電離確率(a)および二重電離確
率 (b)． TD-OCCD， TD-OCCDT，および TD-
CASSCF では Ne コアを凍結コアとし，価電子軌
道の 8 電子を 13 個のアクティブ軌道内で相関さ
せた．TDHF によるアセスメントの後，式(86)（およ
び𝑃%の対応する式）を用いて計算した． 
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𝜒𝒌(𝒓) = (2𝜋)6
M
%𝑒,𝒌∙𝒓In()) (93) 

𝜙(𝑡) = −
𝑖
2U 𝑑𝜏|𝒌 + 𝑨(𝑡)|%

)

6o
 (94) 

これを用いて，光電子エネルギースペクトル

（PES）を求めることができる． 

𝜌^l(𝐸) = U𝑑Ω |𝒌|%𝜌^l(𝒌; 𝒌, 𝑡) (95) 

ここでΩは𝒌の方向角，𝑡は光との相互作用が完

了して十分経過した後の時刻である． 
TD-MCSCFや TD-OCCの計算から光電子ス
ペクトル（PES）を抽出するために，式(92)の縮

約密度行列を軌道表示に変換すると 

𝜌^l(𝒌; 𝒌k, 𝑡) = 𝑎"(𝒌, 𝑡)𝜌Q
"𝑎Q∗ (𝒌k, 𝑡) (96) 

𝑎"(𝒌, 𝑡) = U𝑑𝑥𝜒𝒌∗(𝒓)-𝜃id3(𝒓)𝜓"(𝑥, 𝑡)/ (97) 

を得る．式(97)の光電子振幅を直接求めるには，

イオン化領域に入った電離波束𝜃id3(𝒓)𝜓"(𝑥, 𝑡)
を全て保持できる巨大な計算領域が必要とな

る（図 7）．我々はこれを避けるために，多電子

系の時間依存 surface flux法（tSURFF）を開発

した[31]．tSURFF では，|𝒓| ≥ 𝑅id3で成立する

次式 

𝑖
𝜕
𝜕𝑡 𝜒+ =

|𝒑 + 𝑨|%

2 𝜒+ (98) 

𝑖
𝜕
𝜕𝑡 𝜑" ≈

|𝒑 + 𝐴|%

2 𝜑" − 𝜑Q	𝑌"
Q (99) 

を用いて光電子振幅の運動方程式を導出し， 

𝑖
𝜕
𝜕𝑡 𝑎"

(𝒌, 𝑡) = −+𝑎Q(𝒌, 𝑡)𝑌"
Q

Q

 

+Q𝜒+R �𝜃id3,
|𝒑 + 𝑨|%

2 � R𝜑"S 

(100) 

これを数値的に時間積分する．ここで𝑌"
Q =

M𝜑Q<jℎ8 +𝑊) l<𝜑"N − 𝑖𝑋"
Q
である．式(100)第一項

は|𝒓| < 𝑅id3の情報のみから計算でき，ヘビサ

イド関数の微分（𝒑との交換子）はデルタ関数

だから，式(100)第二項は境界面|𝒓| = 𝑅id3での
面積分に帰着する．図 4 のように𝑅id3 ≤ 𝑅#と
し，5.2 節の吸収境界条件を適用することで有

限の boxサイズで PESを精度よく計算できる．

具体例として Be原子からの光電子断面積の実

験結果と計算結果の比較を図 8に示す．  
 
6. まとめと展望 

本稿では，高強度レーザー場中の多電子ダイ

ナミクス計算について，計算手法の理論的背景を

概観した後，計算プログラム実装について数値計

算例を交えながら解説した．後者は思い切って掘

り下げた内容まで含めたが，数値計算現場の臨

場感を読者にお伝えできていれば幸いである． 
私達はここで紹介した計算手法以外にも，時間

に依存しない軌道を用いるがゲージ不変性を満

たす gauge-invariant TDCIS [33, 34]，TD-OCCD
に 対 す る 近似で あ る TD-OCEPA0[35], TD-
OCCDTに対する近似であるTD-OCCDT(4)[36]，
多体波動関数を介さず二電子縮約密度行列を直

接実時間発展させる TD-2RDM[37, 38]などを開

発してきた． 
本稿では電磁場と電子の相互作用に電気双極

子近似を仮定したが，例えば，光学異性体識別

のための二色円偏光高次高調波分光では磁気

相互作用が主役を演じ，電気双極子近似を超え

た定式化が必須となる[39]．重い元素や内殻電子

を取り扱う場合にはスピン軌道相互作用などの相

 
図 8: 光子エネルギー22 eVの広帯域パルスに照
射された Be 原子の光電子断面積．(a)実験結果
[32]と(b)TD-CASSCF 法による計算結果の比較．
13 eV近傍の振動構造は 2pnl自動電離状態を介
したイオン化経路の干渉に由来する．パルス終了
後の時間経過（37 fs，75 fs，および 112 fs）ととも
に成長する干渉構造は自動電離の進行を反映
し，スペクトル形状は実験結果と良く一致してい
る． 
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対論効果の取り込みが望ましいケースもあり[40]，
多電子時間依存波動関数理論で相対論効果を

取り込める枠組みの開発が必要である．一方，任

意のフェルミ粒子とボゾン粒子の複合系について

の基礎理論が成熟しつつあり[17, 41, 42]，高強度

レーザーと分子との相互作用において電子だけ

でなく原子核も量子力学的に扱う，非断熱分子ダ

イナミクス計算の発展が期待されている．タンパク

質の構成ユニットであるアミノ酸や同規模の分子

について非断熱分子ダイナミクス計算が実現すれ

ば，電子運動のアト秒制御とそれに基づく新物質

科学，という夢の実現に大きく貢献できると思われ

る． 
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